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PREFACIO 

Constituindo o quarto Boletim da serie que a cadei- 
ra de Psicologia vem puhlicando, apresentamos as ligoes 
de um curso sobre metodos estatisticos em Psicologia, 
de autoria do Prof. Fredrick-Marie Urban, que tivemos 
a honra de receber como professor-visitante durante o 
primeiro semestre de 1951. Paralelamente a este curso, 
deu o ilustre visitante um outro, teorico e prdtico, sobre 
psicologia experimental. 

» ♦ ♦ 

Ndo nos deteremos em salientar a dedicagdo ao tra- 
balho e a afabilidade de trato do Prof. Urban. Da pri- 
meira, este Boletim jd e um indicia bastante significa- 
tivo, pois demonstra haver ele escrito especialmente pa- 
ra nossos alunos todas as aulas que proferiu, o que vem 
permitir agora que outros possam beneficiar-se delas 
na presente forma. Da segunda, todos os que com ele 
conviveram em nossa Faculdade ddo testemunho und- 
nime, guardando a lembranga de um grande mestre 
cujo ensinamento conclusivo deste trabalho, referente 
a formagdo de uma mentalidade ndo-emocional para 
evitar os erros de observagdo, se era exemplarmente pos- 
to em prdtica no trato dos fatos estudados, ndo impedia 
que as pessoas dos estudantes dedicasse ele calorosa 
simpatia, mal velada por impecavel "gentlemanliness". 

* ♦ * 

Da personalidade cientifica do Professor, haveria 
muito mais que dizer do que pode comportar este pre- 
fdcio. Nascido em Briinn (entdo pertencente ao impe- 
rio austriaco, atualmente a Checoslovaquia) em 1878, 
apenas um ano antes da fundagdo do laboratorio de 
Wundt em Leipzig, F. M. Urban alcangou sua idade uni- 
versitaria quando aquele famoso laboratdrio se tinha 
tornado a Meca dos psicdlogos. Tendo estudado em 
Viena, com F. Jodl, at se doutorou. A conselho de Jodl, 
foi tambem estudar em Leipzig com Wundt. 



Em 1902 dirigiu-se para os Estados Unidos, onde jd 
tivera comego a tradigdo de oferecer — com a prolifera- 
gdo de cadeiras de Psicologia em velhas e novas uni- 
versidades — oportunidades a especialistas europens, 
tanto quanta aos jovens especialistas do pais, dvidos de 
autonomia cientifica. Trdbalhou primeiro em Harvard, 
onde em 1904 deu um cur so sobre psicologia experimen- 
tal. Depots, durante cerca de dez anos, foi professor 
na Universidade de Pensilvania, em Filadelfia, onde en- 
sinou e dirigiu pesquisas de candidatos a doutoramen- 
to. (Um de sens discipulos mais eminentes, S. W. Fern- 
berger, e hoje o chefe do departamento de Psicologia 
da mesma universidade.) 

Depois da primeira Grande Guerra voltou a terra 
natal, havendo posteriormente lecionado em varias uni- 
versidades europeias. Seu ultimo contrato antes de vir 
residir temporariamente no Brasil, foi na Universida- 
de de Oslo, na Noruega, em 1947, havendo deixado no- 
vamente a Checoslovaquia apos as modificagoes politi- 
cas subsequentes d ultima guerra. 

£ autor de mais de 100 publicagoes, algumas das 
quais escritas no Brasil. Seu livro sobre o cdlculo de 
probabilidades ("Grundlagen der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung und der Theorie der Beobachtungsfehler" — 
1923) e um cldssico no assunto. 

Sua vinda ao Brasil e a S. Paulo veio possibilitar 
nosso convite para que o Prof. Urban ministrasse cur- 
sos de sua especialidade junto a cadeira de Psicologia. 
Pode assim nossa Faculdade beneficiar-se da feliz cir- 
cunstdncia de contar durante algum tempo com os en- 
sinamentos de quern, tendo estado ligado aos mais no- 
taveis trabalhos da psicologia experimental do seculo 
passado e dado importantes contribuigoes no campo da 
psicofisica, estd hoje integrado em movimentos psicolo- 
gicos dos mais modernos, quais sejam as correntes de 
Thurstone e de Clark Hull. O neo-behaviorismo de Hull 
representa, a nosso ver, talvez a mais seria contribui- 
gdo norte-americana d sistemdtica psicologica. Destas 
ideias, alias, foi aqui o Prof. Urban o primeiro divulga- 
dor, num curso de \conferencias que Ihe solicitdmos, 
quando na diregdo da Sociedade de Psicologia de S. 
Paulo, em 1950. 

A despeito das divergencias historicas entre o beha- 
viorismo e a psicologia experimental do passado, hd 



profundas afinidades metodologicas entre o neo-beha- 
viorismo e a psicofisica. A evolugdo das ideias de F. M. 
Urban mantem, na verdade, uma linha de grande coe- 
rencia. Sen traqo distintivo e permanente e a busca do 
rigor metodologico — ndo apenas no processamento ex- 
perimental, mas tambem na elaboragdo dos dados obti- 
dos atravez da manipulagdo experimental. 

* * » 

A estatistica e um instrumento de elaboragdo dos 
dados psicologicos. O metodo estatistico ndo so e util, 
como, em muitos casos, os psicologos ndo veem outra es- 
colha possivel, tendendo muitos, mesmo, a identificar 
metodo cientifico e metodo estatistico. 

Crendo que, na situagdo atual dos estudos psico- 
logicos em nosso meio, e de primeira necessidade dar 
aos estudantes uma visdo em profundidade das alterna- 
tivas que a Psicologia defronta, pensdmos que ninguem 
melhor que o Prof. Urban para dar a nossos alunos, as 
nogdes que sdo o fundamento logico do pensamento es- 
tatistico em Psicologia. i4s nogdes de acaso e probabi- 
lidade, a teoria de classes e do acaso logico, a teoria dos 
erros de observagdo, sdo aqui expostas e analisadas por 
mdo de mestre, a qual se revela pelo simples fato de 
esses assuntos, reputados dridos e dificeis, serem aqui 
apresentados de modo a poderem ser aprendidos "sem 
formulas nem lagrimas", como era mister que fossem 
num curricula de estudos filosoficos como o desta Fa- 
culdade, em que a matemdtica e a estatistica estdo au- 
sentes. 

Assim, ao lado do curso de psicologia experimental 
em que as tecnicas psicologicas e estatisticas foram por 
ele ensinadas para fins de direta aplicagdo aos fatos, pe- 
dimos-lhe este outro, antes logico que processual. Pa- 
rece-nos que entre os psicologos — aqui como alhures 
— o aspecto processual tern recebido mais destaque que 
o propriamente logico. Nestas condigdes, e para nos 
motivo de satisfagdo poder, mediante este Boletim, ofe- 
recer aos leitores a oportunidade de — com as ligoes do 
eminente Professor F. M. Urban, que e autoridade em 
ambos os aspectos da questdo — considerar o lado me- 
nos posto em relevo pelos psicdlogos. 

ANNITA DE CASTILHO E MARCONDES CABRAL 

Sdo Paulo, Dezembro de 1952 
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INTHODUgAO 

Atualmente nao subsistem mais duvidas quanto ao 
valor pratico da psicologia. Esta ciencia ja provou sua 
utilidade atraves das inumeras aplica^oes na industria 
pacifica e nas duas ultimas guerras um grande numero 
de psicologos especializados desenvolveu sua atividade 
profissional junto as forgas armadas dos Estados Unidos. 
Atualmente muitos psicologos dentre os mais conhecidos 
firmaram contrato com o governo para trabalhar na 
solugao de alguns dos problemas eminentemente praticos 
do exercito, da marinha e da for^a aerea. 

Tal exito pratico torna mais urgente que nunca 
considerar a posi^ao teorica desta ciencia, pois as teorias 
sao o fundamento sobre o qual se ergue a superestrutura 
das aplicagdes praticas. Deixando de parte, por en- 
quanto, o fato de que milhoes e milhoes de dolares sao 
economizados anualmente gramas aos conselhos tecni- 
cos dos psicologos, gostariamos de saber quais os moti- 
vos que levam tantos homens e mulheres a devotar a 
totalidade dos seus esforgos ao estudo da Psicologia. A 
resposta mais obvia e que esses problemas sao extrema- 
mente fascinantes, pois se existe no mundo alguma coisa 
interessante, deve ser o nosso proprio espirito. A respos- 
ta 6 correta, mas nao penetra no amago da questao. Es- 
ses problemas existiam antes do advento da psicologia 
experimental e, entretanto, nao foram capazes de pro- 
vocar a intensa atividade que observamos hoje. 

A posigao de uma ciencia e determinada pelos pro- 
blemas que estuda e pelos metodos que emprega para 
resolve-los. O problema central da Psicologia 6 o corn- 
portamento do homem. Os seus metodos sao experimen- 
tais e os resultados sao submetidos a um tratamento 
estatistico. O campo de pesquisa, definido nestes ter- 
mos, 6 amplo, mas tern limites bem definidos. Temos 
liberdade de investigar qualquer problema que a expe- 
riencia real nos ofereca, mas nao nos devemos intro- 
meter em coisa alguma que ultrapasse esses limites. 

A estatistica — e com ela a psicologia experimental 
— emprega as nogoes de acaso e de probabilidade. Estas 
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nogoes receberam, no decorrer das ultimas decadas, uma 
interpretagao que promete ser definitiva. Apresentarei 
essa solugao jimtamente com um esbogo do historico do 
problema. Acaso e probabiUdade sao expressoes que fa- 
zem parte do acervo de palavras que usamos na vida 
quotidiana e teem suas origens nas experiencias comuns, 
de que todos nos compartilhamos. Na linguagem co- 
mum estas palavras teem varios significados, bastante 
diversos. Mas pessoas de inteligencia aguda logo per- 
ceberam as incoerencias do uso dessas palavras e procu- 
raram evita-las atribuindo a esses vocabulos um sentido 
bem determlnado. Esses esforgos rqsultaram no que 
se pode chamar a doutrina filosofica do acaso. Muitas 
doutrinas desse genero teem sido elaboradas no decor- 
rer do tempo, mas somente uma delas, a chamada con- 
cep^ao logica do acaso, e coerente e nao entra em con- 
tradigao com os nossos pontos de vista gerais. A con- 
cepgao logica do acaso provou ser a verdadeira base do 
calculo de probabilidade. 

A origem do calculo de probabilidade nada tem de 
muito elevado. O seu primeiro problema nada tinha que 
ver com especulagoes filosoficas: surgiu da observagao 
de jogadores contumazes, os quais notaram que, no jogo 
dos dados, podiam apostar com vantagem em determina- 
das combinagoes mas nao em outras que, segundo todas 
as aparencias, eram igualmente plausiveis. For muito 
tempo o calculo da probabilidade ficou circunscrito a 
analise dos jogos de azar e so no inicio do seculo passado 
Laplace julgou necessario enumerar os problemas prati- 
cos que poderiam ser abordados por essa forma. 

Atualmente nao ha necessidade de convencer o pra- 
tico homem de negocios do valor da probabilidade. Os 
bilhoes empatados em seguros de vida sao um argumento 
convincente. As pessoas que possuem pendor para as es- 
peculagoes teoricas, por outro lado, impressionam-se com 
a variedade de problemas que podem ser resolvidos pelo 
calculo de probabilidade. Estendem-se por todo o cam- 
po de conhecimento, comegando com a teoria dos nu- 
meros e a geometria, passando pela mineralogia e pela 
fisica, indo ate a biologia, a sociologia e a psicologia. 
A teoria dos erros de mensuragao pouco mais e que uma 
serie de proposigoes deduzidas de algumas suposigoes 
muito simples, mas capacita-nos para encontrar os va- 
lores de quantidades empiricas partindo de observagoes 
discordantes, bem como para determinar o grau de exa- 



— 15 — 

tidao das nossas medidas. E' neste ponto que a teoria 
da mensuragao e a psicologia se encontram e esta pro- 
vado que a observagao de quantidades erapiricas, levada 
a efeito com instrumemos de diferentes graus de preci- 
sao, guardam entre si relagoes identicas ks que apresen- 
tariam se tivessem sido feitas com orgaos dos sentidos 
de sensibilidades diversas. Creio que a introdugao do 
raciocinio matematico na biologia e na psicologia e uma 
das mais importantes conquistas dos ultimos tempos. 

Frequentemente ouvimos argumentar que o c^lculo 
de probabilidade e um dos ramos mais abstrusos e difi- 
ceis da alta matemdtica. Esse ponto de vista nao e cor- 
reto, embora existam alguns trabalhos que poderiam ser 
apontados como prova dessa tese. O aluno facilmente 
pode dominar a t§cnica de uso das formulas e logo se 
sente confiante na propria capacidade. De fato, o ra- 
ciocinio e tao simples que o calculo de probabilidade fre- 
quentemente 6 incluido na matemdtica elementar. HA 
uma unica dificuldade, que consiste em verificar quais 
os campos em que a nogao'de probabilidade pode ser usa- 
da com exito. Mas essa dificuldade e tarefa do investiga- 
dor, nao do principiante. Para vence-la e necessario 
conhecer intimamente os problemas a serem resolvidos 
e isto s6 se obtem por meio de um cuidadoso estudo dos 
fatos. 

A probabilidade nos deve servir de guia sempre que 
tratarmos de acontecimentos que nao podemos prever. 
Entretanto, nem todos os acontecimentos imprevisiveis 
se prestam a um tratamento pelo calculo de probabili- 
dade. As formulas deste nao sao uma especie de magica^ 
por meio da qual extraimos conhecimento da ignorancia. 
Para obter exito precisamos possuir fatos e uma ideia 
que os represente. Esta ideia nao e de natureza mate- 
matica, mas tern suas origens no julgamento correto do 
curso da natureza. Assim, o cdlculo da probabilidade 
fornece apenas a roupagem que deve revestir um corpo 
de pensamento. Neste curso falaremos principalmente 
desse corpo de pensamento e faremos referencia k roupa- 
gem somente quando for indispensa vel. 





Capitulo I 

DO ACASO 

1) Acontecimentos fortuitos e probabilidades. — 
.As palavras "Acaso" e "Probabilidade" sao livremente 
usadas na linguagem diaria e aceitas como se o seu 
significado fosse inteiramente claro. O uso comum pa- 
rece fazer a seguinte distingao: o acaso e um atributo 
dos acontecimentos objetivos, enquanto que a pro- 
babilidade e um atributo das nossas opinioes sobre os 
primeiros. Esta distingao nao e estritamente mantida e 
as duas palavras sao usadas para significar coisas muito 
diferentes. Acontece frequentemente que um mesmo au- 
tor, era diferentes contextos, atribue a estas palavras sen- 
tidos diversos e estas varias definigoes diferentes de aca- 
so e probabilidade dificilmente dao a impressao de que 
os autores se estao referindo as mesmas coisas. 

Passarei agora a examinar os acontecimentos que, 
de acordo com o uso comum, sao chamados fortuitos. 
Os acontecimentos sao clasificados como devidos ao aca- 
so quando estao presentes certos atributos, mas nao exis- 
te um atributo ou qualidade que esteja presente em to- 
dos os acontecimentos casuais. Isto explica o fracasso 
de todos os esforgos para encontrar um atributo cuja 
presenga caracterize um acontecimento como fortuito. 
Muitas vezes a questao de saber se um acontecimento e 
ou nao devido ao acaso tem consequencias praticas im- 
portantes e por essa razao o interesse pelo significado 
da palavra "acaso" nunca poderA diminuir. Os aconte- 
cimentos comumente atribuidos ao acaso e chamados 
acidentais ou fortuitos podem ser divididos em 5 grupos, 
convenientemente indicados pelos seguintes titulos: 1) 
Acontecimentos raros ou extraordinArios. 2) Pequenas 
causas, grandes efeitos. 3) Coincidencias temporais ou 
espaciais de acontecimentos independentes. 4) Interfe- 
rencias dos acontecimentos no curso das agoes planeja- 
das. 5) Acontecimentos sem causa ou imprevisiveis. 

2) Acontecimentos raros ou extraordinarios. — Os 
acontecimentos que sucedem raramente sao considera- 
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dos como devidos ao acaso. Quando nos referimos a aca- 
so maior ou menor, aludimos & frequencia com que esse 
acontecimento e verificado. Quanto mais raro o aconte- 
cimento, menor a posibilidade de que se venha a verifi- 
car. Na linguagem comum, a experiencia na qual ba- 
seamos o julgamento do carater extraordinario do acon- 
tecimento nao e especificada e isto pode levar a varia- 
goes de opiniao quanto ao carater fortuito do aconteci- 
mento. No seguinte exemplo, nao subsiste duvida algu- 
ma quanto ao carater extraordinario do acontecimento. 
O tenente Charles S. Ripley, da Marinha Norte Ameri- 
cana, naufragou perto de Samoa, nadou para a praia e 
foi saudado como primo pelo chefe Malietao. O tio-avo 
de Ripley, que tambem naufragara e fora salvo da mes- 
ma maneira, havia desposado a filha do chefe local e 
fundado uma familia. Este caso nos impressiona pelos 
seus tragos fora do comum. Se Ripley tivesse encontra- 
do um primo apos haver encalhado na costa da Nova 
Inglaterra, a sua experiencia seria muito menos extraor- 
dinaria e poderia ser considerada como uma das peque- 
nas pegas que frequentemente nos prega o acaso. 

A colisao de dois navios em alto mar e considerada 
como um acontecimento fortuito e julgaremos um aci- 
dente dessa especie de maneira diferente se ele tiver 
acontecido em uma das rotas maritimas ou em uma par- 
te deserta do Oceano. O nosso julgamento relativamente 
ao carater fortuito de tais acontecimentos nao e in- 
fluenciado pelo fato de termos ou nao conhecimento do 
curso de acontecimentos que levou ao acidente. O ponto 
decisive e a raridade dos acontecimentos, nao a falta de 
compreensao ou informagao quanto as condigoes. Po- 
demos ter informagdes completas quanto aos fatos que 
colccaram os dois navies nessa posigao fatal. O nosso 
conhecimento da concatenagao dos fatos que resulta- 
ram na catastrofe pode ser completo mas, de acordo com 
o uso comum, ainda a atribuiremos ao acaso. 

Isto pode ser ilustrado pelo seguinte exemplo. Na 
catastrofe do vapor "Luise Leonhard", o primeiro elo da 
cadeia de acontecimentos que resultou na perda total 
do navio e da sua carga, bem como na morte de 30 ho- 
mens da tripulagao, foi o rompimento da corrente do 
leme. As ancoras tiveram que ser langadas durante uma 
tempestade, mas as suas correntes, sem o auxilio do 
leme, nao resistiram a pressao das ondas e isto even- 
tualmente levou a perda do navio. Considerando o es- 
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tado do vapor, o seu destine estava selado desde o mo- 
mento em que deparou com a tempestade. Nao obstan- 
te, a perda do navio foi considerada como um aconteci- 
mento casual, como prova o fato de que a companhia 
de seguros teve que pagar uma indenisagao. 

No mesmo sentido aludimos ao acaso quando, no 
jogo da roleta, a mesma c6r, o vermelho, por ex., aparece 
muitas vezes sucessivamente e julgamos o acaso con- 
forme o numero de repetigoes. Este acontecimento § um 
composto de certo numero de acontecimentos indivi- 
duais, cada um dos quais e para n6s incontrolavel e im- 
previsivel. Nao possuimos informagao alguma quanto as 
condigoes que produzem tal s6rie de repetigoes e mesmo 
o resultado de uma unica rodada e imprevisivel. Estes 
dois exemplos tornados em conjunto provam que a falta 
de conhecimento quanto ao curso dos acontecimentos 
nao 6 um requisite para afirmar a existencia do carater 
casual. O nosso julgamento se baseia inteiramente so- 
bre a raridade e o carater extraordinario dos aconteci- 
mentos. 

O significado das palavras acaso e raridade nao coin- 
cidem. Quando falamos em plantas raras, ou em ani- 
mais ou metais raros, etc., nao podemos substituir raro 
por fortuito. Estamos habituados a encontrar esses es- 
pecimens em determinados lugares, mas deparar com 
eles em um lugar inesperado e acaso. A palavra acaso 
aqui se refere ^s coisas com as quais estamos familiari- 
zados. Esperamos que apresentem certas qualidades e 
ficamos surpreendidos quando as encontramos diferen- 
tes. Neste sentido consideramos as anormalidades das 
fbrmas humanas ou animais, pedras ou arvores que se 
assemelham a outras fbrmas, etc., como produtos do 
acaso. Isto corresponde ao espirito da nossa linguagem, 
mesmo quando temos perfeito conhecimento das causas 
e compreendemos que, dentro das condigoes dadas, ne- 
nhuma outra f6rma poderia ter sido produzida. Na maio- 
ria destes casos e impossivel avaliar o acaso, pois nao po- 
demos medir a raridade dos acontecimentos. Temos que 
julgar pela fidelidade da reprodugao e pelo grau de com- 
plicagao da fbrma imitada, fatos ambos inaccessiveis a 
uma avaliagao exata. 

Julgar a extensao do acaso pela raridade do acon- 
tecimento, depende de fatores individuais e essa avalia- 
gao 6 raramente levada a efeito de maneira mecanica 
como no exemplo das repetigdes no jogo da roleta. Se 
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percebermos no acontecimento algnmas peculiaridades 
que aumentam o seu carater extraordinario, a nossa sur- 
preza cresce e assim faz tambem a nossa impressao da 
extensao do acaso implicado. 

E sem duvida extraordinario que em uma loteria 
que joga com cem mil numeros, o grande premio tenha 
saido duas vezes para o mesmo numero. Isto aconteceu 
a loteria prussiana, com o numero 39.093. A nossa sur- 
preza aumentara se notarmos que este numero da o 
mesmo resultado quer seja lido da direita para a esquer- 
da, ou da esquerda para a direita. Uma pessoa nao ini- 
ciada nas pequenas tricas do calculo de probabilidade, 
achara dificil avaliar o acaso envolvido em tais aconte- 
cimentos. Ficara surpreendida ao saber que a possibili- 
dade de que um dos numeros saia duas vezes e igual & 
possibilidade de que saia um numero determinado. So- 
mos tambem levados a superestimar a raridade dos nu- 
meros de 5 algarismos que dao o mesmo resultado quer 
lidos da direita para a esquerda, quer da esquerda para 
a direita. Entre os numeros de cinco algarismos, hd 
tantos que podem ser lidos nas duas diregdes sem mu- 
dar de valor quantos multiples de 100. 

Ha uma diferenga psicologica importante entre as 
percepgoes destas duas qualidades de um numero. Nin- 
guem pode deixar de perceber a divisibilidade por 100 
em razao dos zeros nas duas ultimas casas. Nao se pode 
deixar de notar, da mesma forma, que uma serie de al- 
garismos da o mesmo resultado quando lida nas duas 
diregoes, mas nao e certo que se faga isso. A ideia de 
ler um numero partindo da direita nao ocorre a todos. 
Muitas pessoas sao por demais indiferentes para faze-lo. 
Nao estao suficientemente interessadas para olhar duas 
vezes um numero que Ihes e apresentado. 

O julgamento relative as propriedades extraordina- 
rias de um numero depende do interesse individual por 
numeros. O mesmo, naturalmente, e verdadeiro em re- 
lagao a todos os outros acontecimentos em que o espe- 
cialista e capaz de reconhecer qualidades extraordina- 
rias que escapam ao leigo. O seguinte ponto e impor- 
tante. Qualquer objeto ou acontecimento que pertence 
a um grupo especificado, possue um numero indefinido 
de outras propriedades nao especificadas. A prontidao 
com que estas qualidades nao especificadas sao perce- 
bidas depende das qualidades psicologicas do sujeito. No 
caso dos numeros, podemos considerar como extraordi- 
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nArios os numeros pares ou impares, primos, quadrados, 
cubos e outras potencias, numeros com divisores qua- 
draticos e assim por diante, de maneira que no fim 
dificilmente sobrari algum numero que nao seja notavel 
ou extraordinarlo por este ou por aquele motivo. O jul- 
gamento relative as qualidades extraordin^rias de um 
objeto ou acontecimento contem um fator subjetivo. 
Vou ilustrar esta afirmagao com o seguinte exemplo. 

Se virmos no numero 1729 somente uma data his- 
tdrica de pequena importancia, dificilmente o conside- 
raremos particularmente interessante. A situagao nao 
se altera muito se notarmos que 1729 e o produto de tres 
numeros primos relativamente grandes. Mas se souber- 
mos que 1729 e o menor numero que pode ser represen- 
tado de duas maneiras diferentes como a soma de dois 
cubos 

1729 = 1000 + 729 = 103 + 93 

1729 = 1728 -f 1 = 123 -f I3 

nao hesitaremos em considera-lo como realmente ex- 
traordinario. As pessoas que nao teem um interesse mui- 
to ativo pelos numeros dificilmente perceberao esta pro- 
priedade do numero 1729, mas a historia mostra que esta 
propriedade penetra na conciencia do especialista tao 
depressa, digamos, como a divisibilidade por 100 e per- 
cebida pelo homem comum. 

Parece mais facil identificar o carater extraordina- 
rio em series de letras ou de palavras. Uma serie de le- 
tras apanhadas ao acaso parecerd extraordindria se for 
legivel ou, mais ainda, se formar uma palavra de sentido 
definido. Estes criterios nao sao absolutos, pois a legibi- 
lidade de uma serie de letras nao 6 a mesma em linguas 
diferentes e a identificagao do sentido de uma s^rie de 
letras depende da instrugao de que o sujeito dispuscr. 

Uma urna contem 9 pedacinhos de papel, em cada 
um dos quais foi escrita uma das letras: B, E, I, L, L, 
N, O, R, U. Tiramos os papeizinhos um a um e obtemos 
a s6rie: BERNOULLI. A nossa surpreza e, corresponden- 
temente, a nossa opiniao quanto ao carater extraordi- 
ndrio do resultado serd diferente se virmos ai somente 
uma s6rie legivel de letras, ou se identificarmos o nome 
de um dos mais profundos pensadores da teoria da pro- 
babilidade. 
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Da mesma forma considerariamos extraordindrio se, 
ao tirarmos de uma urna, um a um, oito papeizinhos 
contendo cada um uma palavra latina, obtivessemos 
como resultado uma sentenga gramaticalmente correta 
e de sentido claro. A nossa surpresa aumentaria se a 

serie fosse um hexametro. Isto pressupoe que nao pos- 
suimos mais nenhuma informagao sobre as palavras em 
questao. Mas se soubermos que elas pertencem a um da- 
queles grupcs que, seja qual for a ordem das palavras, re- 
sultam sempre em um hexametro com sentido, cuja ela- 
boragao constituia um divertimento para Bernard Bau- 
huis, o resultado perde muito da sua qualidade surpreen- 
dente. Se tivermos que jogar com a sentenga: "Tob tibi 
sunt dotes, virgo, quot sidera coelo" (Possues tantas virtu- 
des, Virgem Santissima, quantas sao as estrelas do ceu) 
que, segundo Bauhuis podem-se formar duas mil e vinte 
sentencas sem alterar o sentido e sempre em hexametros, 
3 aparecirnento de um hexametro com sentido pcderia ser 
considerado como notavel, uma vez que o numero de tais 
series nao e muito grande quando comparado com o nu- 
mero total de resultados possiveis. A capacidade de jul- 
gar se uma determinada serie de palavras representa um 
hexametro correto, evidentemente depende dos conheci- 
mentos do leitor relativamente a linguagem e devemos 
confessar que muitos dos versos de Bauhuis sao uma 
dolorosa prova para a paciencia. 

O acaso, nestes exemplos, consiste na relativa rari- 
dade das series que produzem um hexametro com sen- 
tido. Nao aludimos a acaso quando qualquer ordem pos- 
sivel das palavras pode resultar em um verso desse tipo. 
Bauhuis conseguiu encontrar tais grupos de palavras e 
sentimo-nos felizes per estarmos capacitados a citar o 
numero de hexametros possiveis sem que sejamos obri- 
gados a ler realmente os versos. 

O trago caracteristico deste tipo de acontecimentos 
casuais e que atraem o nosso interesse em razao de uma 
propriedade qualquer que possuem e sao raros quando 
comparados com o numero de acontecimentos desin- 
teressantes. Ao dar as cartas no jogo de bridge, qualquer 
distribuigao e exatamente tao provavel quanto qualquer 
outra. Algumas delas sao interessantes em razao das suas 
consequencias para ganhar ou perder e os amadores 
deste e de outros jogos nao deixam de registrar tais ocor- 
rencias, como por exemplo o fato de um jogador rece- 
ber as 13 cartas de um naipe, ou a peculiar distribuigao 
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de cartas conhecida como jogo do Duque de Cumber- 
land. £ dificil obter informagoes fidedignas relativa- 
mente a todos os acontecimentos raros desta esp^cie, 
pois temos que confiar nos relates de pessoas das quais 
podemos dizer que a fria exposigao dos fatos nao e o 
seu forte. O famoso perito em bridge Ely Culbertson ten- 
tou uma vez obter informagoes quanto k frequencia real 
de maos que: a) contivessem as 13 cartas de um naipe 
e b) contivessem as cartas mais baixas do baralho na se- 
guinte distribuigao: 4:3:3:3. Ambas as maos apresentam 
a mesma probabilidade. Mas 70 correspondentes de Cul- 
bertson relataram maos do tipo "a" e somente um fez 
referenda a do tipo ,lh". Os jornais frequentemente 
trazem noticias relativas a acontecimentos raros, mas 6 
prudente nao confiar muito neles. 

3) Pequenas causas, grandes efeitos. — Ha acon- 
tecimentos nos quais percebemos uma falta de propor- 
gao entre a exiguidade da causa e o efeito por ela pro- 
duzido. Nao ha duvida quanto k conexao necessdria en- 
tre causa e efeito, pois o interesse desses casos consiste 
inteiramente em demonstrar esta conexao. O caracte- 
rlstico distintivo deste tipo de acontecimentos casuais 
consiste no fato de que um objeto ou fato que habitual- 
mente nao possue interesse ou consequencia, pode, sob 
certas condigdes, assumir uma importancia inesperada. 
Consideramos acontecimentos desta natureza como de- 
vidos ao acaso, porque sao excepcionais e raros. 

A descrigao de tais acontecimentos, quando feita 
por um escritor competente, e sempre interessante e 
atraente. Lembrem-se das famosas consideragoes sobre 
o grao de areia existente na bexiga de Cromwell, ou pen- 
sem na descrigao feita por Zola da doenga de Napoleao 
III e da queda do seu Imperio. Habitualmente um grao 
de areia e um objeto sem importancia e sem influencia 
sobre acontecimentos da menor relevancia. O grao de 
areia nas vias urin^rias de Cromwell, entretanto, teve 
um efeito direto e facilmente perceptivel sobre a saudc 
e a energia do chefe do governo e exerceu uma influen- 
cia dificil de avaliar. 

O que nos excita a imaginagao e a raridade e o ca- 
racteristico excepcional da cadeia de acontecimentos. 
A exiguidade da causa relativamente ao efeito produzi- 
do consiste no fato de que um certo objeto ou grupo de 
condigdes 6 encontrado com muita frequencia, mas nao 
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exerce qualquer influencia perceptiva sobre o curso dos 
acontecimentos. Aludimos a acaso quando, algumas ve- 
zes, tal objeto tern uma influencia evidente sobre acon- 
tecimentos relevantes. Assim, e sobre a raridade que 
baseamos nosso julgamento e nao sobre a falta de pro- 
porgao entre causa e efeito. Existe uma acentuada falta 
de proporgao entre a pressao exercida sobre uma ala- 
vanca e a explosao de uma mina produzida pelo curto 
circuito de uma corrente eletrica. Neste caso estamos 
habituados a conexao dos acontecimentos e nos recusa- 
mos a classificar a explosao como um acontecimento 
casual. 

4) Coincidencias temporals e espaciais. — A clas- 
se de acontecimentos nos quais o acaso consiste na coin- 
cidencia temporal ou espacial de acontecimentos dife- 
rentes e muito grande. £ essencial para este tipo de 
acaso que nao exista conexao causal entre os aconteci- 
mentos, ou que esta seja tao frouxa que a coincidencia 
nao possa ser prevista. Todos os objetos ou aconteci- 
mentos podem entrar em alguma especie de relacao en- 
tre si e quando esta relagao e suficientemente frouxa ou 
suficientemente compiicada, e chamada acaso. Aqui es- 
tao dois exemplos tipicos dessa especie de acaso. 

Os dois generais franceses Kleber e Dexaix morre- 
ram no mesmo dia e na mesma hora: o primeiro foi as- 
sassinado no Cairo e o segundo morto no campo de ba- 
talha de Marengo. As funcoes de ambos no exercito de 
Napolsao expunharn-ncs a grandes perigos, mas este 
conhecimento geral nao e suficiente para determinar o 
momento da catastrofe. 

Uma coincidencia da mesma especie e o fato de que 
John Adams e Thomas Jefferson morreram quasi que 
no mesmo momento. Ambos pertenciam ao grupo de 
homens que redigiu a constituipao dos Estados Unidos; 
ambos haviam sido presidentes e tinham tido inumeros 
contactos durante a sua vida publica. Nao existe, en- 
tretanto, nenhum grupo de condicdes das quais se possa 
tirar uma conclusao ou suposigao relativa ao fim das 
suas vidas. 

Tais observagoes sao estimulantes, mas nao dao um 
conhecimento real e nao gozam da preferencia de todas 
as pessoas. De fato, muitas vezes sao triviais. Tacito 
cita, entre as trivialidades que formavam g bisbilhotice 
dos romanos apos a morte de Augusto, o fato de que este 
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morrera no anivers&rio da data em que tomara o poder. 
A vida de um homem ativo como Augusto e tao movi- 
mentada que praticamente cada incidente se da no ani- 
versario de um outro. 

O aspecto caracteristico dos acontecimentos casuais 
deste tipo e a ausencia de uma relagao conhecida entre 
os fatos. Se existe tal conexao, por mais fraca que seja, 
hesitamos em fazer referencia ao acaso. Suponhamos 
que dois irmaos estejam servindo no mesmo regimento 
e que este, em um recontro, sofre perdas consideraveis. 
A morte destes irmaos no mesmo dia e talvez na mes- 
ma hora nao nos impressiona como um acaso. Ambos 
viviam na parte do pais onde foi recrutado o regimento 
e a afeigao mutua que os unia poderia te-los levado a 
servir na mesma companhia. A cadeia de circunstan- 
cias que os expos a grandes perigos na mesmo ocasiao 
e perfeitamente clara e a sua morte na mesma hora nao 
da impressao de acaso. 

Da mesma forma nao consideramos acaso o fato de 
que tres pares de gemeos — os irmaos Baddeley, Ren- 
shaw e Allen — jogassem tenis juntos e obtivessem gran- 
des sucessos nas duplas. A similaridade na constituigao 
fisica e mental de gemeos torna provavel que um espor- 
te para o qual um irmao e bem dotado, convenha tam- 
bem ao outro. Na sua qualidade de gemeos, os irmaos 
vivem no mesmo ambiente, recebem a mesma educagao 
e praticam os diferentes esportes em condigoes simila- 
res. fdcil compreender que dois gemeos formem um 
otimo par no tenis e nao nos surpreendemos com o seu 
sucesso. A conexao dos acontecimentos e evidente e 
nao causa impressao de acaso. 

A falta de uma conexao causal entre os fatos e ca- 
racterlstica deste tipo de acaso: quando nao temos co- 
nhecimento de uma conexao dessa esp^cie, falamos de 
acaso; do contrdrio, nao o fazemos. O encontro ines- 
perado de dois amigos e considerado acaso, e este pare- 
ce ser maior quanto mais longe das respectivas residen- 
cias se d6r o encontro. Nao fazemos referencia ao acaso, 
entretanto, quando o encontro 6 combinado. Da mesma 
fbrma, nao falamos em acaso quando se encontram duas 
pessoas cujo trabaiho as leva ao mesmo lugar aproxi- 
madamente k mesma hora. 

Consideramos acaso o fato de se encontrarem no ar 
duas balas disparadas por duas carablnas. Nao imports r 
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neste €aso, a circunstancia de que acontecimentos_ desta 
natureza se dao com grande frequencia e nao sao ab- 
solutamente raros. Falamos em acaso sempre que a in- 
formagao de que dispomos nao nos capacita a entender 
a necessidade do encontro. Segundo a teoria cinetica, 
um gas consiste em um grande numero de corpos ex- 
tremamente pequenos, as moleculas, que giram com alta 
velocidade em todas as diregoes. Um numero incon- 
cebivel de colisoes se verifica a cada segundo em um vo 
lume relativamente pequeno de gas sob pressao normal, 
mas consideramos cada colisao como um acontecimento 
casual porque o nosso conhecimento nao nos capacita 
a entender por que exatamente aquelas duas moleculas 
determinadas se encontram no mesmo lugar ao mesmo 
tempo. Nao e a raridade dos acontecimentos mas a au- 
sencia de informagdes que e posta em evidencia na pro- 
posigao de que a colisao das moldculas e um aconteci- 
mento fortuito. 

Nao devemos atribuir excessiva importancia as coin- 
cidencias, pois isso levaria a crer na existencia de uma 
conexao entre acontecimentos que, na realidade, nao 
teem relagao alguma. Um acontecimento que, por uma 
ou outra razao atrai a atengao publica, e frequentemen- 
te considerado como indicando qualquer coisa comple- 
tamente diferente, por exemplo, que um certo numero 
devera ser premiado na loteria. Apos a morte do Impe- 
rador Francisco, os jogadores da loteria da Austria jo- 
garam na data do aniversario do imperador, no nume- 
ro de anos que governou e na sua idade. Esse terno real- 
mente saiu premiado e a loteria sofreu um prejuizo con- 
sideravel. Predigoes acertadas desta especie atraem po- 
derosamente a atengao do publico em geral e fazem-no 
esquecer o fracasso de outras previsoes igualmente plau- 
siveis. 

5) Influencia de acontecimentos incontrolaveis so- 
bre agoes planejadas. — Um outro grupo de aconteci- 
mentos casuais se refere a agoes que pretendem alcan- 
gar uma certa finalidade mas que, devido a interferencia 
de acontecimentos que Ihes sao estranhos, tomam um 
curso diferente do planejado. A experiencia mostra que 
em certas circunstancias podemos obter determinados 
resultadcs por meio de agoes adequadas e nos iniciamos, 
por meio das nossas agdes, uma serie de acontecimentos 
que resultam no objetivo desejado. O acaso consiste em 
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favorecer ou atrapalhar os nossos pianos. Se o nosso ob- 
jetivo 6 frustrado por influencias estranhas, ou se o re- 
sultado obtido supera de muito toda espectativa razoa- 
vel, admitimos a interferencia do acaso. 

Como ilustragao poderemos usar o seguinte exem- 
plo, veneravel pela sua antiguidade. Devemo-lo a Aris- 
tdteles. Um homem vai ao mercado afim de fazer umas 
compras, mas no caminho encontra um amigo que Ihe 
paga uma velha dlvida. Ora, sair a compras resultava, 
na antiga Grecia — tal como acontece ainda hoje co- 
nosco — em voltar para casa com menos dinheiro no 
bolso do que ao sair. O encontro inesperado com um 
amigo teve, neste caso, a agradavel consequencia de que 
o homem voltou do mercado com mais dinheiro do que 
tinha antes. 

Atirar-se uma pessoa em um precipicio ou do alto 
de uma torre, geralmente resulta em ferimentos graves, 
muitas vezes mortals. Consideramos como um acaso 
extraordinario o caso de um homem, chamado Gautier, 
que sofria de uma molestia mental e que se atirou tres 
vezes da torre da igreja de St. Michel, escapando quasi 
ileso das duas primeiras tentativas e morrendo somente 
na terceira. 

O acaso frustra as intengdes humanas e muitas ve- 
zes transforma o resultado dessas a^des exatamente no 
oposto das intengdes originais. Casos dessa espdcie cons- 
tituem um topico favorito de discussao para os fildsofos 
moralistas que pretendem mostrar que nem a agao em 
si mesma nem a intengao por si sd 6 suficiente como base 
para julgar uma agao e estabelecer a responsabilidade 
que Ihe corresponde. Consideremos o seguinte exemplo. 
Um homem sofre de uma ulcera que vird a mata-lo, pois 
falta-lhe coragem para submeter-se a operagao necessd,- 
ria. Um inimigo, entretanto, ataca-o com uma faca e 
fere-o de tal fdrma que a ulcera d aberta, tal como na 
operagao e em resultado a sua vida d salva. Neste caso, 
uma intengao criminosa atiia em beneficio da preten- 
tida vitima. £ igualmente facil elaborar exemplos nos 
quais a inten^ao louvavel resulta em detrimento da pes- 
sca que deveria beneficiar. 

A influencia do acaso d particularmente percepti- 
vel nos casos em que empreendimentos bem planejados 
fracassam pela agao de acontecimentos imprevlstos ou 
imprevisiveis, como por exemplo quando o mau tempo 
toma inutil todo o esforgo empregado. Esta influencia 
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e chamada acaso. Falamos tambem em acaso quando as 
condigdes nao sao exatamente o que se supunha, mas a 
diferenca 6 tao pequena que passou despercebida, ou 
quando a influencia de alguma condigao nao foi com- 
preendida. 

O papel do anofeles na transmissao da febre ama- 
rela nao era conhecido no fim do seculo passado. Con- 
siderava-se entao uma medida de bom senso colocar den- 
tro de pequenas vasilhas cheias de agua os pes das camas 
dos doentes de febre amarela, afim de impedir que os 
insetos subissem nas camas. Mas quando se sabe que 
qualquer deposito de agua constitue um foco de reprodu- 
cao das larvas do anofeles, seria uma negligencia crimi- 
nosa deixar vasilhas com agua nos lugares em que os 
insetos entram em contacto direto com o virus da febre. 

Haramente possuimos conhecimento das condigdes 
realmente existentes no inicio de am empreendimento 
e nunca conseguimos dominar completamente os acon- 
tecimentos. O fracasso de pianos cuidadosamente deli- 
neados e o inesperado exito de agoes defeituosamente 
planejadas mostram o poder do acaso. Experiencias des- 
te tipo produzem no homem um incrivel numero de ideias 
supersticicsas a respeito da boa cu ma sorts e originam 
tentativas no sentido de influenciar o curso dos aconte- 
cimentos por meio de agoes que nada teem que ver com 
eles. Neste sentido podemos definir a superstigao como 
a crenga na eficacia do irrelevante. Com um pouco de 
atengao, podemos encontrar inumeros exemplos na nos- 
sa 6poca, que se gaba orgulhosamente de estar libertada 
da superstigao e o observador consciencioso deve estar 
preparado para a desagradavel surpreza de encontrar 
exemplos desse tipo no seu proprio pensamento. 

A vida humana raramente e uniforme no sentido de 
que o seu trabalho possa ser considerado como realiza- 
gao de um objetivo ou de uma ideia. Circunstancias 
que Ihe sao estranhas e independem do indivlduo e das 
suas intengoes, exercem sua influencia e frequentemen- 
te imprimem-lhe ao trabalho uma diregao completa- 
mente diferente. Tais influencias, que algumas vezes 
favorecem, outras retardam o desenvolvimento do indi- 
vlduo, sao consideradas acidentais. Referimo-nos a aca- 
so mesmo nos casos em que o retrospecto parece mostrar 
que dificilmente se poderia esperar outro resultado. Gauss 
conta-ncs que, enquanto se ocupava de uma outra pes- 
quisa, encontrou "por acaso" uma proposigao na teoria 
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dos niimeros que o tentou a iniciar um trabalho nesse 
campo: "Enquanto me ocupava em um outro trabalho, 
encontrei, por acaso, uma proposi^ao aritmetica notavel. 
... A atra^ao que sobre mim exerceram essas questoes foi 
tao grande que nao pude abandona-las." Se conside- 
rarmos a estrutura mental e moral de Gauss, bem como 
as condigoes da sua vida nesse momento, condigoes que 
Jhe concediam tempo de sobra para seguir o rumo das 
suas ideias, lemos a impressao de que era quasi ine- 
vitavel que ele se dedicasse ao estudo da teoria dos nii- 
meros. E fato, por outro lado, que ha qualquer coisa de 
misterioso inexplicavel nas nossas decisoes quanto ao 
ramo de trabalho que adotamos, como percebe a maio- 
ria das pessoas que se encontra suficientemente lon- 
ge do inicio. 

Ao estabelecer nossos pianos para o future pr6xi- 
mo ou remoto, podemos tomar em consideragao somente 
uma parte infinitesimal da totalidade das condigoes que 
podem influenci^-los. Assim somos forgados a langar 
mao da suposigao extremamente primitiva de que as con- 
digoes gerais nao mudarao de maneira apreciavel du- 
rante o periodo coberto pelos nossos pianos. Nao possui- 
mos dados suficientes para estabelecer um piano que es- 
teja & prova de qualquer emergencia, e se os possuisse- 
mos, o seu estudo tomaria tanto tempo que a execugao 
dos pianos teria que ser adiada indefinidamente. Somos 
instrumentos inermes do acaso e devemos essa situagao 
ao nosso defeituoso conhecimento do mundo e k nossa 
incapacidade de influenciar-lhe o curso. 

6) Acontecimentos sem causa e imprevisiveis. — 
Os acontecimentos fisicos habitualmente se iniciam de 
certa forma, seguem um curso definido e levam a um de- 
terminado estado definitivo. Acontece algumas vezes 
que um acontecimento segue um curso inteiramente di- 
ferente do que se espera. Tal interferencia no curso ha- 
bitual dos acontecimentos e chamada acaso. Este uso 
da palavra acaso permanece correto quando n6s com- 
preendemos perfeitamente a necessidade dos aconteci- 
mentos que produziram o resultado inesperado. O acaso 
existe somente em relagao ^s normas que formulam o 
curso habitual dos acontecimentos. 

A maior parte do conhecimento que possuimos a res- 
peito do mundo que nos circunda consiste em normas 
dessa natureza, e 6 interessante considerar quais as ex- 
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cegdes que abalam a nossa confianga em uma norma, 
e quais as que nao o fazem. Casos nos quais compreen- 
demos a razao por que o resultado nao este de acordo 
com a norma, nao diminuem a nossa confianga nesta. 
A nossa convicgao de que um ferimento profundo poe em 
perigo a vida nao se deixa abalar pelo fato de que, sob 
determinadas condigoes, a perda do sangue devida a um 
ferimento pode salvar a vida do ferido. Um agougueiro 
teve um ataque de apoplexia quando trabalhava no seu 
agougue e enfiou a faca profundamente na coxa. Os 
medicos que o acudiram foram de opiniao que a perda de 
sangue Ihe salvou a vida. 

Nao temos confianga em uma norma quando, em 
condigoes que para a nossa percepgao sao identicas, al- 
gumas vezes aparece este, outras vezes aquele resulta- 
do. Nao existe norma para esses acontecimentos e consi- 
deramo-los desprovidos de leis e devidos ao acaso. A 
qualidade de ser imprevisivel e caracteristica deste tipo 
de acaso. 

Uma vez que nao conhecemos as condigoes que pro- 
duzem um resultado determinado, nao podemos produ- 
zi-lo intencionalmente. Ao atirar um dado, nao temos 
informagao quanto as condigoes exatas que produzem 
um determinado resultado, e por esta razao somos inca- 
pazes de produzi-lo. Os seis resuitados possiveis de um 
lance seguem-se irregularmente e nao podemos dizer por 
que razao neste lance saiu o seis e naquele o quatro. 

Tratando-se de coisas imprevisiveis, e impossivel a 
agao orientada para um objetivo. Se considerarmos o 
imprevisivel como objeto da agao humana, obteremos a 
nogao de acontecimentos que nao podem ser produzi- 
dos intencionalmente. Acontecimentos desta especie sao 
objeto dos jogos de azar, nos quais o resultado tern que 
depender do puro acaso e permanecer livre da influen- 
cia dos jogadores. As regras habituais para embaralhar 
as cartas, o ato de sacudir os dados no copo ou a ma- 
neira de atirar uma moeda, etc., teem a finalidade de 
impedir que o jogador influencie o resultado. Observa- 
goes sobre os resuitados obtidos nos jogos de azar fo- 
ram, historicamente, os primeiros problemas do calcu- 
lo de probabilidade. 



CAPITULO II 

DOUTRINAS FILOSOFICAS DO ACASO 

1) Impossibilidade de dar uma definicao geral de 
acaso. — O primeiro capltulo deste curso contem um 
exame geral dos atributos sobre os quais se baseia no uso 
comum a afirmagao de que um acontecimento e devido 
ao acaso. Esses atributos sao tao variados que e impos- 
sivel encontrar uma definigao geral de acaso, isto e, um 
atributo que seja encontrado em todos os acontecimen- 
tos que, de acordo com o uso comum, sao considerados 
como devidos ao acaso. Na vida diaria temos que nos 
contentar com essas nogoes r^ebulosas que teem ori- 
gem na experiencia, embora esta nao seja a experiencia 
culdadosamente "peneirada" com que lida a ciencia. A 
filosofia e a ciencia empregam nogdes precisas que es- 
peramos sejam logicamente coerentes. 

Uma definigao de "raridade" nao pode ser dada a me- 
nos que seja arbitrariamente fixada a frequencia com 
que o acontecimento deixa de ser raro. Da mesma for- 
ma, e impossivel definir exatamente o que significa a 
exiguidade da causa quando comparada com o resulta- 
do obtido. O uso de outros atributos parece ser mais 
promissor, mas o desenvolvimento historico desta ideia 
foi lento e muito tempo passou antes que se encontras- 
se o ponto de vista correto. Aprendemos a usar as no- 
goes de acaso e probabilidade antes que esses termos 
pudessem ser definidos. O espirito humano parece vol- 
tar-se instintivamente para o atributo de raridade ao 
procurar uma definigao de acaso. Se interrogarmos pes- 
soas de inteligencia mediana relativamente as ideias que 
teem sobre o acaso, frequentemente encontraremos ten- 
tativas de definir um acontecimento casual como um 
acontecimento que nao se da frequentemente. Algumas 
pessoas, ao atirar uma moeda, se recusam a considerar 
o resultado "cara" como devido ao acaso, porque isto 
acontece em 50 % das vezes, mas nao teem nenhuma 
objegao a aludir ao acaso quando obteem o seis em um 
lance de dados. 
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Nao ha razao para lamentarmos que uma definigao 
geral dos acontecimentos que a linguagem designa como 
fortuitos nao possa ser elaborada, seja impossivel, porque 
muitos dos usos desta palavra sao triviais e sem conse- 
quencia alguma para a ciencia. As nogoes populares re- 
lativas a boa e a ma sorte, a providencia, as doutrinas 
sobre a fatalidade, o destino e o "karma", conteem pon- 
tos de vista bem claros a respeito da conexao dos acon- 
tecimentos e baseiam-se nas ideias populares sobre o 
acaso. Estas ideias sao importantes em razao do grande 
poder que exercem sobre o espirito e as agoes dos ho- 
mens, mas nao sao accessiveis a consideragoes estrita- 
mente logicas. O seu estudo e objeto da psicologia so- 
cial e nao da logica e nao as discutiremos aqui. 

O que nos interessa e a definigao precisa e coerente 
da nogao de acaso tal como e usada na ciencia, O cal- 
culo de probabilidade e a doutrina juridica aplicam ex- 
tensiva e sistematicamente estas nogoes. Aprendemos a 
usar a nogao de acaso com confianga nesses dois seto- 
res e tal exito pratico nos faz crer ou ter a esperanga de 
que esta nogao nao contenha uma contradigao. 

O valor pratico do calculo de probabilidade estd pro- 
vado pelo seu exito na fisica e nos seguros. O homem 
da rua — esse famoso representante do bom senso, de 
cuja boca alguns filosofos esperam ouvir a solugao dos 
mais abstrusos problemas — pode por de lado as teorias 
da fisica como "snobismo" intelectual, mas nao podera 
deixar de sentir-se impressionado pelos bilhdes empre- 
gados no negocio de seguros e nas pesquisas estatisticas. 
Este exito nos poderia facilmente tentar a negligenciar 
o fato de que a nogao do acaso contradiz redondamente 
os principios gerais da ciencia. Compreendemos um fe- 
nomeno fisico quando vemos a sua conexao necessaria 
com as condigoes que o produzem, e o desenvolvimento 
historico do pensamento cientifico concedeu a ideia de 
uma conexao geral e necessaria entre o acontecimento e 
suas causas uma supremacia mais ou menos indiscuti- 
vel. Os acontecimentos casuais, aparentemente, nao sao 
determinados unicamente pelas suas causas, pois con- 
digoes que, a nossa percepgao, parecem identicas, podem 
produzir resultados diferentes em ocasides diversas. Pa- 
rece que os acontecimentos casuais nao sao devidos a 
causas definidas e nao pertencem a mesma categoria 
dos fenomenos de que se ocupa a ciencia. 
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Como § possivel usar a nogao de acaso na fisica e, 
mals ainda, na geometria e na teoria dos numeros, sem 
entrar em contradigao com os principics dessas ciencias? 
A no?ao de acaso parece implicar em uma negagao da 
conexao causal universal entre os acontecimentos e as 
respectivas condigoes e isto contradiz os nossos pontos 
de vista relatives as leis naturais investigadas pelas cien- 
cias fisicas. 

Mai se pode conceber que duas ideias contraditorias 
— a nogao de uma conexao causal universal dos acon- 
tecimentos e a sua negagao — possam ser igualmente 
bem sucedidas. Se tal contradigao nao existe, defronta- 
mo-nos com a questao de saber como estas duas ideias 
— das quais uma parece ser a negagao da outra — se 
relacionam entre si. Se considerarmos a magnitude des- 
ta questao, que e de importancia basica para a nossa 
concepgao geral do mundo, poderemos facilmente com- 
preender que o interesse por uma definigao de acaso, 
clara e isenta de contradigoes, nao pode diminuir. Ra- 
ramente se passa um ano sem trazer & luz um ou mais 
tratados sobre esse asunto. De fato, considerando a im- 
portancia do problema, e de admirar que as publicagoes 
desse genero nao sejam mais numerosas. 

2) Definigoes de acaso. — O niimero de definigdes 
de acaso que teem sido oferecidas a ciencia e a filosofia 
e grande, e e possivel classifica-las em grupos cujos 
membros teem certas caracteristicas comuns. Com o 
correr do tempo, elaborou-se uma terminologia que se 
presta perfeitamente para uma rdpida caracterizagao 
destas definigoes, Explicaremos aqui os termos mais 
importantes. 

a) A suposigao de que existem acontecimentos que 
nao sao determinados unicamente pelas condigoes exis- 
tentes e que, portanto, nao teem causa, e chamada: 
"doutrina do acaso absoluto ou objetivo". Alguns au- 
tores dizem que os acontecimentos casuais sao indeter- 
minados unicamente em relagao a certos atributos, tais 
como determinagoes espaciais e temporals. Como temos 
a liberdade de considerar estes atributos como formando 
uma classe independente, este ponto de vista implica na 
suposigao de que existam acontecimentcs sem causa. 

b) A impossibilidade de prever o curso de certos 
acontecimentos 6 chamada: acaso subjetivo. O ponto de 
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vista de que o acaso e devido a nossa falta de conhe- 
cimento chama-se: "doutrina do acaso subjetivo". 

c) O ponto de vista de que o acaso consiste na 
coincidencia de acontecimentos independentes chama- 
se: "doutrina do acaso relativo". 

d) O ponto de vista de que o acaso consiste na in- 
terferencia de acontecimentos estranhos no curso das 
agoes planejadas chama-se: "doutrina do acaso teleo- 
logico". Se virmos nos fenomenos da natureza a reali- 
zagao de um objetivo, a nogao do acaso teleologico pode 
ser aplicada aos fenomenos naturais. 

e) Os acontecimentos representativos de uma no- 
gao determinada necessariamente possuem todos os atri- 
butos implicados na definigao dessa nogao. A presenga 
de um atributo nao contido na definigao chama-se: "aca- 
so logico". Mostraremos que esta e a unica nogao que po- 
de ser usada no calculo de probabilidades sem conuuzir a 
contradigoes. 

Estes pontos de vista podem variar consideravel- 
mente se se acentuarem diferentes aspectos e os quatro 
primeiros pontos de vista citados podem ser combinados 
entre si. A nogao de acaso teleologico desempenha im- 
portante papel na teoria e pratica juridicas, mas nao tern 
importancia imediata para o calculo da probabilidade, 
que considera acontecimentos de todas as especies, quer 
sejam devidos as agoes humanas voluntarias, quer nao. 
O jurista, no seu trabalho, nao precisa preocupar-se com 
as outras definigdes de acaso, pois esta simplesmente in- 
teressado nas agoes humanas voluntarias e nas suas con- 
sequencias. Nao se pode negar, entretanto, que os pon- 
tos de vista gerais que o jurista tenha adotado relativa- 
mente ao acaso devem influenciar as suas opinioes a res- 
peito do acaso teleologico. 

3) Acaso objetivo. — A impossibilidade de prever 
o curso dos acontecimentos e um caracteristico proe- 
minente do acaso e parece obvio fazer uso desse carac- 
teristico para definir o acaso. Tal definigao, para ser 
satisfatona, tern que veneer a seguinte duiculas.de. A 
nossa ignorancia quanto ^ conexao entre os aconteci- 
mentos e suas causas existe em muitos campos, mas 
o progresso da ciencia a vem reduzindo cada vez mais. 
Esta ignorancia so pode ter significagao cbjativa quando 
se trata de acontecimentos para os quais a conexao en- 
tre causa e efeito nao existe ou, por esta ou aquela ra- 
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zao, nao pode ser encontrada por nos. A nogao de acaso 
exige que existam acontecimentos cujo cur so permane- 
ceri, imprevisivel mesmo quando o nosso conheclmento 
das leis naturals alcangar a mais alta perfeigao possiveL 

Enquanto esse estado ideal nao fdr atingido, os 11- 
mites do acaso subjetivo vao sendo constantemente re- 
duzldos e precisamos distinguir entre fenomenos que sao 
Imprevisiveis num dado momento e fendmenos cujo cur- 
so 6 absolutamente impossivel vlr a conhecer. A nossa 
compreensao do curso dos acontecimentos baseia-se no 
conheclmento que possuimos das leis da natureza e a 
doutrina do acaso objetivo afirma existirem fenomenos 
que nao seguem lei alguma. O numero de pensadores que 
defende este ponto de vista 6 consideravel e podemos 
citar L. Nelson como um dos seus modernos represen- 
tantes. 

O ponto de vista comum da lei de causalidade exige 
que todos os atributos de um acontecimento ou objeto 
sejam estritamente necess&rios. A universalidade do prin- 
cipio de causalidade 6 negada quando se tenta excluir 
dos acontecimentos casuals qualquer trago particular, 
caracterlstico das conexoes causais. Assim podemos ten- 
tar negar a necessidade pela qual o efeito segue a causa. 
Um acontecimento casual se verifica sem que exista a 
necessidade de que o seu oposto nao se d#. Foi dessa ma- 
neira que Spinoza e J. Ch. Wolff definiram o acaso, di- 
zendo que o acaso e um acontecimento que nao 6 neces- 
sdrio. Ha um numero ilimitado de possibilidades de va- 
riar este ponto de vista. Assim, Rosenkranz define o 
acaso como uma realidade que tern apenas o valor de 
uma possibilidade e F. A. Trendelenburg diz que um 
acontecimento e devido ao acaso quando tem a mesma 
possibilidade de ser diferente ou de nao acontecer abso- 
lutamente. 

A questao de saber se devemos postular a universa- 
lidade da lei causal ou considerar os acontecimentos ca- 
suals como isentos deste principio, nao pode ser respon- 
dida quer por consideragoes gerais, quer pela experien- 
cia. Nao existem proposigoes gerais pelas quais aconte- 
cimentos sem causa sejam excluidos, de maneira que a 
universalidade da causalidade nao pode ser logicamente 
demonstrada. O grande numero de fendmenos cuja cau- 
sa 6 desconhecida torna muito pouco provavel que a 
ciencia jamais venha a alcangar o ideal de compreender 
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a necessidade da conexao de todos os fenomenos. For 
outro lado, nao e seguro afirmar a ausencia dessas co 
nexdes relativamente a um acontecimento particular, 
pois a sua explicacao pode ser impossivel hoje mas tor- 
nar-se uma brincadeira amanha. Os pontos de vista re- 
latives ao acaso objetivo estao tao intimamente entrela- 
Qados a questao da causalidade universal, que e quasi 
impossivel discutir uma dessas questoes sem discutir 
tambem a outra. 

O problema do acaso objetivo ou absolute e impor- 
tante somente para o pensamento abstrato. Os espiritos 
alheios aos problemas cientificos nao enccntram dificul- 
dade em aceitar como um fato a existencia de aconteci- 
mentos sem causa. O numero de fenomenos cuja causa 
e desconhecida e imenso e parece uma arbitrariedade 
postular para eles uma conexao causal, simplesmente 
porque obtivemos exito em um numero de casos relati- 
vamente pequeno. A ciencia ja privou muitos fenomenos 
do seu caracterlstico de acontecimentos causais e sem 
duvida ainda fara o mesmo com muitos outros, mas e 
necessario possuir uma fe verdadeiramente forte e ru- 
busta para crer que todo o curso da natureza seja aces- 
sivel aos metodos cientificos. O fato e que a ciencia 
nao sabe lidar com acontecimentos considerados como 
isentos de causa. . 

As discussoes sobre a causalidade universal frequen- 
temente assumem o carater de profissoes de fe e nao 
de raciocinios logicos. Argument© algum consegue aba- 
lar a convicgao de um homem que acredita na existencia 
de acontecimentos sem causa. E muito facil apontar 
acontecimentos cuja causa e desconhecida e considera- 
los sem causa. Se, ao contrario, a pessoa ere na univer- 
salidade da causalidade, facilmente refuta tais argumen- 
tos com a afirmagao otimista de que algum futuro pro- 
gresso da ciencia fornecera a necessaria explicagao. A 
falta de argumentos de ambos os lados da questao leva 
pensadores, dos quais se tinha o direito de esperar coisa 
melhor, a se entregarem a declamagoes ou a explosoes 
de colera. 

O seguinte exemplo mostra o vigor com que a afir- 
magao e a negagao se opoem nesta questao. J. Venn diz 
que nenhum homem sensato nem de leve suspeita que o 
principio da causalidade nao se aplique ao lance dos da- 
dos. H. Gomperz, por outro lado, afirma que se alguem 
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atirar um dado 60.000 vezes por ano e obtiver aproxima- 
damente 10.000 vezes o seis, nao serd por isso obrigado 
a concluir que o resultado de cada lance seja necessa- 
rio. A isto podemos responder que um homem que nao 
esteja convicto de que os movimentos do dado obedecem 
a estritas leis mecanicas, nao sera jamais convertido 
por essa experiencia a um ponto de vista melhor. 

Para a maioria das pessoas, uma experiencia desse 
tipo 6 mais ou menos irrelevante, pois nao duvida da exis- 
tencia de uma conexao necessaria entre o aparecimento 
de um certo niimero e as condigoes mecanicas existen- 
tes. 

Um individuo que se formou sob a influencia da ma- 
neira de pensar empregada nas ciencias naturals, adqui- 
re habitos de pensamento que sao facilmente tornados 
como necessidades do raciocinio. Em parte alguma e 
esta influencia tao claramente visivel como na questao 
da causalidade universal. Consideremos um dos mais 
antigos exemplos de acontecimento sem causa. Demo- 
crito imaginou que os seus atomos se moviam ao longo 
de linhas retas mas, em dado momento, sem causa algu- 
ma, desviavam-se da sua rota. Quero que os srs. fagam 
em casa um pequeno experimento psicologico. Procurem 
representar esses atomos como pequenas bolas que se 
movem livremente no espago. Fechando os olhos, verao 
um fundo cinza nao muito claro, sobre o qual se movem 
as esferas. Estas bolas nao sao muito pequenas, como er- 
vilhas, por exemplo, mas antes do tamanho de bolas de 
bilhar. £ muito dificil prestar atengao a mais de tres 
bolas ao mesmo tempo e o experimento tera exito se os 
srs. se concentrarem em uma so esfera. Nao encontrarao 
dificuldades enquanto esta se mover em linha reta, mas 
no momento em que a bola mudar de diregao esponta- 
neamente e sem nenhuma influencia externa, terao a 
desagradavel sensagao de estar observando um truque 
de prestidigitagao. 

O seguinte fato 6 interessante para os nossos pontos 
de vista sobre a causalidade. A moderna teoria da irra- 
diagao admite que a divisao do dtomo se da espontanea- 
mente, como consequencia de uma disposigao interna e 
sem interferencia de qualquer influencia exterior. Este 
ponto de vista nao difere daquele dos antigos materialis- 
tas, isto 6, de que os atomos se desviam das suas rbtas 
espontaneamente, mas e amplamente aceito, sem discus- 
sao. O fato de que os fenomenos que se dao no interior 



— 38 — 

do atomo nao nos sao familiares e de que nao podemos 
representa-los mentalmente com facilidade, parece ser 
responsavel por esta atitude. Se eu tentar representar 
mentalmente a divisao espontanea de um atomo, senti- 
rei grande dificuldade, mas nao terei a sensagao de 
estar lidando com uma especie de truque. Creio que os 
srs. sentirao a mesma coisa. 

A convicgao de que nao existem truques na natu- 
reza e de que tudo se processa de acordo com normas 
definidas, levou Kant a uma das suas raras explosoes 
de cdlera. No prefacio do "Algemeine Naturgeschichte 
und Theorie des Himmels" chama Epicuro de "impu- 
dente" porque este achava que os atomos se desviavam 
sem causa da sua rota. Nao e de admirar que as ideias 
dos antigos materialistas nos paregam absurdas. Apren- 
demos desde a escola primaria que um corpo fisico nao 
altera o seu movimento sem uma causa e vivemos sem- 
pre na atmosfera da mecanica newtoniana. Mas houve 
uma epoca em que a moderna mecanica nao existia e 
os homens cresciam sob a influencia de outros processos 
de pensamento. Aristoteles, por exemplo, nao acreditava 
na causalidade universal e para uma pessoa educada den- 
tro dos principios da sua fisica, o nosos pequeno expe- 
rimento de procurar uma imagem mental do desvio es- 
pontaneo de um atomo nao resultaria na sensagao de 
mal estar que sentimos. Mesmo em nossos dias existem, 
na classe instruida, muitas pessoas que nao encontram 
dificuldade em visualizar a mudanga sem causa do mo- 
vimento de um corpo. Em" todos os tempos se encon- 
tram pensadores series que nao se opoem a ideia de acon- 
tecimentos sem causa, e nao se pode negar que a causa- 
lidade de um imenso numero de acontecimentos e desco- 
nhecida. 

O princlpio da causalidade e uma proposigao da mais 
alta universalidade e, como tal, e inaccessivel a uma pro- 
va por meio da experiencia. A negagao da sua univer- 
salidade nao e uma falta de carater, como Kant parece 
sugerir, nem e a crenga na conexao necessaria de todos 
os acontecimentos um indicio de espirito particularmen- 
te forte, como afirmam frequentemente escritores popu- 
lares. Quer se creia nesse principio, quer se o negue, 
algumas das consequencias a que se chega sao inaceita- 
veis. Realmente, se o aceitarmos seremos quasi inevi- 
tavelmente levados a afirmar alguma coisa relativamente 
a conexao entre fenomenos fisicos e mentais, o que nun- 
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ca deu resultado satisfatorio. Isto e verdadeiro mesmo 
a respeito do famoso "Essai philosophique sur les proba- 
bilit6s", de Laplace. Esse llvro foi escrito por um dos 
grandes mestres da ciencia fisica, mas e dificil reprimir 
uma sensagao de irritada impaciencia quando se leem as 
passagens referentes a assuntos de Psicologia. 

A ciencia nao se ocupa com os acontecimentos que 
nao estao unica e necessariamente ligados as condigoes 
respectivas. Na ciencia a ideia de acontecimentos sem 
causa 6 intoleravel. Se se quizer que a doutrina do 
acaso e o calculo de probabilidade tenham um lugar no 
sistema das ciencias, nao se deve usar a nogao de acaso 
absolute. 

Este argumento 6 decisive contra o emprego da no- 
gao de acaso absolute no calculo de probabilidade e na 
estatistica. Ha ainda argumentos de natureza mais 
sutil. Como poderemos explicar o fato de que aconteci- 
mentos casuais, em condigoes constantes, ocorrem com 
frequencias constantes? dificil imaginar que aconteci- 
mentos que individualmente nao possuem causa, apre- 
sentem regularidades quando tornados em grande nu- 
mero. 

4) Acontecimentos independentes — A doutrina do 
acaso absolute foi formulada de maneira interessante por 
H. Bruns e E. Czuber. Segundo a opiniao destes dois 
eminentes matematicos, chegamos k nogao de acaso abso- 
luto fazendo abstragao das relagoes causais que estao 
presentes nos acontecimentos fortuitos, embora sejam 
imperceptiveis para n6s. O cdlculo de probabilidade in- 
troduz k hipdtese do acaso absolute, o qual garante que 
os acontecimentos casuais sao independentes entre si. 

A nogao de acaso absolute e uma abstragao, isto e, uma 
ideia que, como tal, nunca se verifica na experiencia real. 
Esses acontecimentos abstratos sao o objeto do calculo 
de probabilidade, que constitiie um capitulo independente 
da matemdtica abstrata. A nogao de acaso absolute se 
obtem por um processo de idealizagao da experiencia, 
da mesma forma que chegamos a nogao de um ponto 
ou linha geom^tricos tomando em consideragao os repre- 
sentantes empiricos desses elementos. 

A. A. Cournot foi o primeiro a insistir sobre a natu- 
reza inteiramente abstrata do cdlculo de probabilidade. 
A corregao deste ponto de vista 6 patenteada pelo fato 
de que o calculo de probabilidade, ap6s formular os seus 
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principios, usa processos exclusivamente logicos afim de 
deduzir as suas proposigdes. Nas demonstragoes nao re- 
corre abcolutamente a experiencia. A verdade logica das 
proposigdes consiste na sua concordancia com os axio- 
mas dos quais sao derivadas. 

A nogao de acaso absoluto surge, segundo a opiniao 
de Bruns e Czuber, por um processo de idealizagao seme- 
Ihante aquele pelo qual sao obtidos os objetos da geo- 
metria abstrata. Os representantes empiricos de uma 
linha reta sao cilindros nos quais uma dimensao ultra- 
passa consideravelmente a outra. Imaginamos que a 
proporgao cresce continuamente — o comprimento do ci- 
lindro aumenta e o calibre diminue — e obtemos como 
limite a linha reta ideal, de uma so dimensao. Esta 
linha ideal existe somente no nosso pensamento e jamais 
e encontrada na experiencia. A geometria abstrata lida 
com esses objetos ideais, e o calculo de probabilidade se 
refere nos seus teoremas a objetos do mesmo tipo, que 
sao obtidos como nogdes que limitam acontecimentos 
empiricos e contradcs na experiencia. A ideia de acon- 
tecimento sem causa e uma nogao auxiliar — uma fic- 
gao, na terminologia de H. Vaihingerer, uma nogao limi- 
tativa para usar uma expressao de F. A. Lange, o famoso 
autor da historia do materialismo. 

O valor dessas nogdes deve ser provado demonstran- 
do que se encaixam no nosso sistema de pensamento. A 
afirmagao de que o calculo de probabilidade esta no 
mesmo nivel que a geometria e correta. Em ambas as 
ciencias lidamos com grupos de axiomas dos quais sao 
deduzidas proposigdes abstratas. Acontece que essas 
proposigdes se aplicam a experiencia, mas a sua verdade 
logica independe desse fato. O ponto fraco dessa teoria 
consiste no fato de que a nogao de acontecimento sem 
causa nao nos oferece uma base para o calculo de pro- 
babilidade, que e coerente com as nossas opinides a res- 
peito da natureza. Trata-se aqui de uma elaboragao 
logica em que uma contradigao nao pode ser tolerada. 
O acaso abso'luto esta em contradigao com os principios 
da fisica, mesmo que seja apenas introduzido como uma 
nogao limitativa. 

A definigao de Bruns e de Czuber disfarga a dificul- 
dade, mas nao a remove. Somos obrigados a reconhecer 
que mesmo esta ultima tentativa de reconciliar a nogao 
de acaso absoluto com os principios da ciencia, fra- 
cassou. 
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5) Acaso subjetivo — Se o acaso nao 6 um atributo 
dos acontecimentos objetivos, deve ser um fenomeno in- 
teiramente subjetivo e devido a algum defeito do nosso 
conhecimento. habito mencionar Laplace como o cria- 
dor deste ponto de vista, porque ele diz que o acaso e 
um "som vazio, flatus vocis, que nos serviria para dis- 
fargar a ignorancia, onde nos seriamos as verdadeiras 
causas". Alguns autores citam Hume, que nega a exis- 
tencia do acaso objetivo e admite somente o seu equiva- 
lente, ou seja, a nossa ignorancia das causas de um acon- 
tecimento. A grande maioria dos escritores mais moder- 
nos aceita esta maneira de ver e cita Laplace como seu 
autor. A doutrina do acaso subjetivo, entretanto, foi 
muitas vezes formulada antes de Laplace e pode ser fa- 
cilmente seguida ate a filosofia grega. 

Ninguem suspeitara Laplace de ter sido indevida- 
mente influenciado por especulagoes filosoficas, mas essa 
frase mostra claramente a influencia da filosofia escolas- 
tica. Os realistas acreditavam na existencia de univer- 
sais, que era negada pelos nominalistas. Para estes, os 
universais nao passavam de palavras, ou "flatus vocis", 
como, segundo a tradigao, disse Roscelin no fim do seculo 
onze. Estas duas palavras latinas sem duvida expri- 
mem muito bem a ideia de Laplace, mas o fato de as 
haver ele usado nesse contexto constitue uma curiosa 
charadazinha de psicologia pessoal. 

Consideremos o problema que resulta do fato de que 
os acontecimentos devidos ao acaso resistem as nossas 
tentativas no sentido de alargar o campo do conheci- 
mento. Dificilmente se concebe que pensadores que acre- 
ditam na causalidade universal nao tivessem tido a ideia 
de que o acaso 6 um fenomeno inteiramente subjetivo, 
devido ^s deficiencias dos nossos conhecimentos. Aris- 
tbteles nao ere na causalidade universal e defende na fi- 
sica o seu proprio ponto de vista contra o de alguns ou- 
tros fildsofos cujos nomes nao menciona, os quais afir- 
mam que os acontecimentos casuais teem suas causas 
que, todavia, sao inaccesiveis ao conhecimento humano. 
Diz ele: "Ha alguns fildsofos que afirmam que todo acaso 
tern uma causa, mas que esta e inaccessivel k inteligen- 
cia humana". A ultima parte desta frase exprime cla- 
ramente a doutrina do acaso subjetivo. Aristdteles ar- 
gumenta contra uma doutrina que no seu tempo eviden- 
temente era corrente, e, talvez, popular. Que o acaso 6 
um fenomeno inteiramente subjetivo e claramnte indi- 
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cado por Hipocrates, que diz: "Para nos, parece acaso, 
mas em relagao a sua causa nao e acaso". 

Na epoca moderna, Spinoza aceita inteiramente o 
ponto de vista esposado pelos adversarios desconhecidos 
de Aristoteles, quando diz na sua Mica, I, Prop. 33, 
Schol. 1: "Res aliqua mulla alia de causa contingens 
dicitur, nisi respectu defectus nostrae cognitionis". 
Pouca probabilidade teremos de errar se acreditarmos 
que os elementos representatives da filosofia do ilumi- 
nismo foram largamente influenciados por Spinoza. Os 
pontos de vista relatives ao acaso apresentados por esta 
escola de pensamento encontra a sua mais significativa 
expressao na definicao acima citada. 

Ja para J. B. Bossuet, o acaso nada mais e que uma 
palavra destinada a encobrir a nossa ignorancia. Diz ele 
no seu "Discours sur I'Histoire Universelle": Ne parlons 
done plus de hasard ni de Fortune, ou parlons-en ssule- 
mente comme d'un nom, dont nous couvrons notre igno- 
rance. Ce qui est hasard a regard de nos conseils incer- 
tains est un dessein concerte dans un conseil plus haut, 
e'est a dire a ce conseil eternel qui renferme toutes les 
causes et tous les effets dans un meme ordre". curioso 
observar a nota tsologica que revela, no fim, o pensa- 
mento de Bossuet. 

O ponto de vista de Spinoza aparentemente nao 
exerceu grande influencia durante a primeira parte do 
seculo 18. Citaremos apenas dois representantes da dou- 
trina do acaso subjetivo. O primeiro e W. Wollaston, 
que, no seu livro "Religion of Nature Delineated" (1722), 
diz; "O acaso parece ser apenas um termo por meio do 
qual exprimimos a nossa ignorancia da causa de qual- 
quer coisa", e Kahle, um professor alemao, que publicou 
em Halle (1725) um trabalho intitulado "Elementa Lo- 
gicae Probabilium", onde diz: "Incerta nobis dependent 
a defectu cognitionis". Nota-se que, nesta frase, a nota 
teologica com que Bossuet termina desapareceu e a de- 
finigao subjetiva de acaso e dada sem mais explicagoes. 

A definigao de acaso de Voltaire figura, caracteristi- 
camente, no artigo "Atheisme" do Dictionnaire Philoso- 
phique, e diz: "Ce que nous appellons hasard n'est et ne 
peut etre que la cause ignoree d'un effet connu". Pode- 
mos supor que Laplace conhecesse essa definigao e ti- 
vesse sido influenciado por ela. 

Talvez nem valha a pena citar os autores que se- 
guiram Laplace, pois limitam-se a repetir esse ponto de 



— 43 — 

vista, sem aduzir nada de novo. A doutrina do acaso 
subjetivo e encontrada na maioria dos compendios sobre 
o calculo de probabilidade e parece ser aprovada pela 
maior parte dos matemdticos. Entre os partidarios de 
Laplace, o nome de L. A. Quet6let merece mengao espe- 
cial, pois no seu livro "Sur la Theorie des Probabilit6s", 
diz ele: "A palavra acaso serve oficiosamente para dis- 
fargar a nossa ignorancia". Qu6t61et fez mais que todos 
os outros no sentido de popularizar a teoria da probabili- 
dade e a estatistica. E uma tarefa dificil, mas valiosa, 
fazer com que um grande numero de pessoas entendesse 
esses problemas mais ou menos abstrusos, e nao resta 
duvida de que a estatistica e os metodos estatisticos nao 
teriam tido a aceitagao geral de que gozam atualmente 
se Quetelet, com seu estilo tao atraente, nao os tivesse 
tornado compreensiveis para o leigo. 

A doutrina do acaso subjetivo nao so aceita a cau- 
salidade universal, mas faz dela um dos seus dogmas. 
Nao estd, portanto, em contradigao com as ciencias fisi- 
cas. Resta ainda a questao de saber se e ou nao uma 
base adequada para o cdlculo de probabilidade. Parece 
curioso que a ignorancia possa servir de base para afir- 
magoes de fato que o calculo de probabilidade e a esta- 
tistica evidentemente fazem. dificil tambem atribuir 
um significado definitive as fragoes pelas quais as pro- 
babilidade sao medidas. Serao elas, talvez, medidas da 
nossa ignorancia? Se forem, deverao ser medidas de esta- 
dos mentais e nos nos veremos envolvidos em todas as 
dificuldades com que os psicdlogos jd estao tao familia- 
rizados atraves das discussoes da Lei de Weber. Trata- 
remos destas questoes nas aulas dedicadas a definigao 
de probabilidade. 

6) A complexidade dos acontecimentos — Nao 6 de 
admirar que investigadores interessados principalmente 
no aspecto tecnico do cdlculo de probabilidade nao se 
preocupassem muito com a questao de saber em que con- 
siste a ignorancia a que se faz referencia na definigao 
de acaso subjetivo, e qual 6 a sua causa. Daremos um 
exame geral dos pontos de vista expresses relativamente 
a.s condigoes sob as quais surge o fenomeno do acaso 
subjetivo. O mais importante diz respeito k excessiva 
complexidade das condigoes das quais dependem os acon- 
tecimentos fortuitos. Nao resta duvida quanto ^ exis- 
tencia de certas leis que regem esses acontecimentos, 
e que, em alguns casos, sao perfeitamente conhecidas. As 
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condigoes de que dependem esses acontecimentos sao tao 
complexas que, ou escapam a nossa percepgao, ou a sua 
determinagao exata exige investigagdes por demais difi- 
ceis para serem realmente levadas a efeito. 

O resultado do lance de um dado e inteiramente de- 
terminado pelas velocidades e rotagoes com referenda 
aos tres eixos em qualquer momento, bem como pela 
estrutura flsica do dado e da superficie sobre a qual ele 
cai. As leis segundo as quais essas velocidades e rota- 
goes mudam sao perfeitamente conhecidas e o calculo 
numerico do resultado nao ofereceria dificuldade desde 
que se estivesse de posse das informagoes necessarias. A 
mensuragao dessas quantidades, ainda nas circunstan- 
cias mais favoraveis, e trabalhosa; quando se esta jo- 
gando realmente, torna-se impossivel propositalmente 
pelas regras do jogo. Nao seria impossivel formular as 
condigoes sob as quais o lance de um dado deixa de cons- 
tituir acontecimento fortuito. O dado seria atirado por 
um aparelho que Ihe imprimiria velocidades e rotagoes 
exatamente conhecidas, e, alem disso, as constantes fi- 
sicas do dado seriam determinadas por meio de uma in- 
vestigagao especial. Para um individuo que conhecesse 
o funcionamento do instrumento, esse lance de dado nao 
constituiria um acontecimento fortuito, mas para outro 
que nao possuisse essa informagao, permaneceria o acaso 
subjetivo. 

A exatidao na determinagao das constantes fisicas 
do dado, bem como na construgao do aparelho, tern limi- 
tes, de maneira que o resultado nao pode ser calculado 
de maneira absolutamente exata. Ha certos casos nos 
quais o resultado calculado e absolutamente certo ape- 
sar dessas inexatidoes. Em outros casos, nao podemos 
afirmar com certeza que este ou aquele resultado sera 
obtido. Se a exatidao na determinagao das constantes 
e na construgao do aparelho decrescer, o erro que afeta 
o resultado se tornara cada vez maior, de maneira que 
eventualmente nao estaremos mais em situagao de prever 
o resultado. Desta maneiar desceremos do ponto ideal 
de uma certeza quasi completa na previsao do resultado, 
para uma ignorancia parcial ou completa. 

O ponto de vista de que o acaso subjetivo no lance 
de um dado e devido a nossa incapacidade de analisar 
as condigoes com exatidao suficiente, foi apresentado em 
primeiro lugar por J. Kepler. No ano de 1604, uma nova 
estrela foi observada e o seu aparecimento provocou gran- 
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de variedade de explica^oes — como habitualmente acon- 
tece com os fatos novos. Esse fato levou Kepler a es- 
crever um tratado intitulado: "De Stella Nova in Pede 
Serpentarii", que veio a luz em 1606. Argumentando 
contra o ponto de vista epicureo de que a estrela era 
resultado de uma colisao casual de atomos, Kepler in- 
siste em que o resultado de um lance de dado nao e abso- 
lutamente um acontecimento sem causa. 

Os trabalhos menos importantes de Kepler dificil- 
mente seriam considerados como leitura adequada para 
o estudante comum, e esta passagem muito provavel- 
mente teria passado despercebida se Dugald Stewart nao 
tivesse chamado sobre ela a atengao dos estudiosos. Len- 
do este trecho, nao nos devemos surpreender pelo fato 
de "impetus animi" ser mencionado entre as condigoes 
atuantes. A superstiqao de que a maneira pela qual se 
comporta o jogador, a sua expressao fisionomica e a sua 
confianga teem influencia sobre o resultado de um lance 
e muito difundida e foi apresentada por jogadores expe- 
rimentados como argumento contra a concepgao de pro- 
babilidade de Galileu. Esse trecho 6 muito curioso, como 
os srs. poderao verificar, tenho certeza, se tiverem opor- 
tunidade de le-lo no 2.° volume das obras completas de 
Kepler, editadas por Fritsch. 

Bruns chamou a atengao para a excessiva comple- 
xidade das condigoes como causa do acaso subjetivo. H. 
Westergaard, o estatistico, ilustra este ponto de vista com 
o exemplo de tirar uma bola de uma urna e observa que 
o resultado depende de grande numero de condigoes, cada 
uma das quais parece futil e irrelevante. Sem referir-se 
a nenhum predecessor, E. Borel apresenta o mesmo ponto 
de vista e as palavras: ".. .qui analysera neanmoins en 
detail les mouvements de la main qui jette les dds ou 
qui batte les cartes", soam quasi como uma reminiscen- 
cia da frase de Kepler. 

O exemplo do lance do dado § instrutivo, porque as 
leis fisicas em virtude das quais o resultado depende das 
condigoes sao perfeitamente conhecidas, e podemos ima- 
ginar um expediente pelo qual esses acontecimentos fi- 
quem privados do seu carater de acontecimentos fortui- 
tos. Em outros casos nao possuimos esse conhecimento, 
como por exemplo na determinagao do sexo de um nas- 
cituro e nao temos meios de formular as informagoes ne- 
cess&rias para fazer uma predigao do resultado. A pre- 
visao de um fendmeno 6 imposivel quando as leis em 
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virtude das quais ele depende das respectivas condigoes 
sao desconhecidas. A mesma impossibilidade existe 
quando as leis sao conhecidas, mas as condigoes iniciais 
nao podem ser determinadas com suficente exatidao. 
Vejamos mais um exemplo, citado por Cournot. 

Grandes perturbagoes meteorologicas surgem em um 
ponto onde a atmosfera esteja em equilibrio instavel. 
Essa situagao e facilmente perceptivel e sabe-se entao 
que um ciclone se prepara, mas e imposivel predizer o 
lugar em que se desencadeara. Diferengas minimas de 
temperatura fazem com que a tempestade se inicie neste 
ponto e nao naquele. Ha certas limitagdes para a exa- 
tidao com a qual podemos observar um fenomeno fisico. 
Somente em parte sao essas limitagoes devidas a nossa 
ma vontade ou relutancia em fazer despezas ilimitadas 
na compra dos instrumentos necessarios. Mesmo que o 
obstaculo das despezas fosse removido, nao poderiamos 
tornar as nossas observacoes absolutamente exatas. 

A analise das condigoes sob as quais o fenomeno do 
acaso subjetivo pode surgir foi o ponto de partida de 
algumas das mais interessantes investigagoes. Essas in- 
vestigagoes nao sao dificeis no sentido de que exijam um 
conhecimento particularmente profundo das proposigdes 
matematicas empregadas, mas sao extremamente com- 
plicadas e trabalhosas. Esta dificuldade pode ser me- 
Ihor apreciada diante do fato de que Gauss abandonou 
o tratamento de um desses problemas porque as formu- 
las se tornaram tao complicadas "ut nulla spes superesse 
videatur". 

7) Acontecimentos absoluta e relativamente impre- 
visiveis — Se as leis que governam um fenomeno sao 
conhecidas, a corregao da nossa previsao depende da exa- 
tidao com que pudermos determinar as condigoes ini- 
ciais. Esta exatidao depende do estado da tecnica de 
mensuragao de que dispomos e em qualquer epoca existe 
um limite alem do qual nao podemos passar. Abaixo 
deste limite podemos conceder ou negar a esses aconte- 
cimentos o carater de acaso subjetivo. A determinagao 
do peso de um corpo pode servir de exemplo. Se tiver- 
mos a nossa disposigao uma boa balanga, podemos fa- 
cilmente alcangar um alto grau de precisao. Nos expe- 
rimentos psicofisicos confiamos exclusivamente nas sen- 
sagdes de peso produzidas no sujeito e a nossa determi- 
nagao e realmente muito inexata. A nossa atitude nes- 
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tes dois casos 6 diferente. No primeiro caso estamos in- 
teressados no peso do corpo, e na psicofisica o que nos 
interessa e a sensibilidade do sujeito. 

Desta forma chegamos a uma modificaQao impor- 
tante da nogao de acaso subjetivo, distinguindo aconte- 
cimentos que sao absoiutamente imprevisiveis dos que o 
sao apenas relativamente. Um acontecimento e relati- 
vamente imprevisivel quando o resultado nao pode ser 
previsto em um dado estagio do conhecimento. Se to- 
marmos como ponto de referenda as informagdes dis- 
poniveis em uma dada epoca, teremos os acontecimentos 
que sao devidos ao acaso para os individuos que vivem 
nessa epoca. As informagoes que um indlviduo possue 
em uma dada epoca, determinam quais os acontecimen- 
tos que, para esse indivlduo, sao devidos ao acaso subje- 
tivo. Em alguns casos e muito facil remover o acaso 
subjetivo. Ninguem pode dizer se o logaritmo de um 
determinado numero tem um certo algarismo na quinta 
casa decimal, e neste sentido o aparecimento desse alga- 
rismo no logaritmo 6 um acontecimento casual, mas dei- 
xa de possuir esse caracteristico se me derem uma taboa 
de logaritmos. 

A responsabilidade de uma pessoa pelas consequen- 
cias das suas agoes depende das informagoes de que dis- 
poe e varia de individuo para individuo. O grau de pres- 
ciencia que pode ou deve ser exigido de um individuo 
determina a responsabilidade legal e o jurista, na pra- 
tica da lei, deve considerar, quasi que diariamente, a 
questao de saber se um certo acontecimento e devido ou 
nao ao acaso. Devem-se a juristas muitas das mais im- 
portantes contribuigoes para o estudo deste aspecto do 
acaso. O julgamento depende sempre da resposta A 
questao: quais sao os acontecimentos considerados como 
devidos ao acaso sob determinadas condigoes? O seguin- 
te exemplo pode servir como ilustragao. 

Dois automoveis correm em diregoes opostas em uma 
estrada livre, com a velocidade alta, mas nao proibida, 
de 70kms. p.h. Uma perdiz, assustada com o barulho, 
levanta v6o, choca-se violentamente contra o para-brisa 
de um dos carros e quebra-o. Os cacos de vidro proje- 
tados contra o rosto do motorista ferem-no, de maneira 
que ele perde o controle do carro e em consequencia pro- 
duz-se uma colisao. O acidente aconteceu em Franga. 
O tribunal que julgou o caso atribuiu inteira responsa- 
bilidade ao motorista ferido, porque em um pais onde 
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a caga e abundante o motorista deve estar preparado 
para o perigo de ser perturbado por um passaro que 
levanta voo. Ao pronunciar o julgamento o tribunal for- 
mulou o seguinte princlpio: "Perdrix dans la parbrise 
n'est pas coup fortuit'. E evidente que tal julgamento 
deve ser baseado em um profundo conhecimento das 
condigoes dominantes e que em outro pais, ou talvez 
em outra regiao da Franga, o acidente pudesse ter sido 
julgado de maneira diferente. 

Podemos tentar empregar a nogao de acaso subje- 
tivo como base para uma definigao geral do acaso, de- 
clarando-o como absolutamente imprevisivel. Esta de- 
finigao implica em que haja certas classes de aconteci- 
mentos que sao imprevisiveis, mesmo que o nosso co- 
nhecimento tenha alcangado o mais alto grao de per- 
feigao. Os acontecimentos casuais dependem de con- 
digoes definidas, mas a relagao entre as causas e os res- 
pectivos resultados nao e passivel de ser conhecida por 
nos. Ha algumas doutrinas filosoficas que servem per- 
feitamente como base para este ponto de vista relati- 
vamente ao acaso. 

A. Conte afirma que a relagao entre causa e efeito 
pode ser tao complexa que a nossa inteligencia nao pode 
apanha-la. Na fisica organica — para usar a termino- 
logia de Comte — bem como nos ramos mais dificeis 
da fisica inorganica, ha fenomenos que resistem a ana- 
lise matematica. Esses fenomenos seguem certas leis 
definidas, mas "nous sommes condemnes a les ignorer 
a cause de leur trop grande complication". Os limites 

do incognoscivel sao tragados por Comte de maneira 
grandiosa: Quando uma lei natural, a de Mariotte, por 
exemplo, e estabelecida, deve permanecer para sempre 
imutavel, e mesmo a tentativa de observar os fatos rela- 
tives a essa lei de maneira mais rigorosa, com melhores 
instrumentos, e vedada. Comte voltou a este topico inu- 
meras vezes e nunca se fartou de exprimir a sua desa- 
provagao contra^ tais tentativas. Tragar as fronteiras 
do fortuito e do acidental a maneira de A. Comte, e pro- 
fundamente arbitrario. Devemos declarar tambem que 
proibir investigagoes mais rigorosas de qualquer feno- 
meno cujas leis se supoe conhecer, e intoleravel em qual- 
quer ramo da ciencia. 

O ponto de vista da ciencia parece ser o seguinte: 
nao ha fenomenos naturais aos quais os metodos cien- 
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tificos nao se apliquem e em face dos quais nos devamos 
resignar ao fato de que os nossos esforgos para alargar 
o campo do conhecimento serao vaos. Parece ser obvio 
considerar os acontecimentos mentals como os fenome- 
nos incognosciveis e desprovidcs de causa a que se re- 
fere a definigao de acaso subjetivo. Ha varias razoes 
pelas quais alguns filosofos gostam de atribuir uma po- 
sigao particular aos acontecimentos mentals e repetida- 
mente se tentou defini-los isentando-os da causalidade. 
Os mais conhecidos representantes de tais pontos de 
vista sao William James e o seu colega Hugo Miinster- 
berg. O ultimo coloca os acontecimentos mentais fora 
da cadeia das conexoes causais e considera-os como obje- 
tos de uma atitude do sujeito. Desta maneira prepara 
o terreno para o que chama julgamentos de valor, que 
for mam uma classe de proposigoes logicas. Os estados 
mentais sao, segimdo esta definigao, independentes do 
curso dos acontecimentos naturals, enquanto que os pro- 
cesses fisiologicos concomitantes sao causalmente neces- 
sdrios. 

Nenhum destes dois filosofos tirou as conclusoes que 
resultam, para a doutrina do acaso, desta maneira de 
ver; Miinsterberg nao estava interessado nesta questao 
e James expos nas suas aulas a doutrina do acaso rela- 
tivo. O fato de que estes dois filosofos e os seus nume- 
rosos dlscipulos deixassem de perceber a repercussao des- 
ses pontos de vista sobre a doutrina do acaso constitue 
urn curioso fragmento de psicologia individual. A opi- 
niao de que as agoes voluntdrias humanas sao a fonte 
genuina do acaso e claramente expressa por J. Bertrand 
no seu livro: "Les lois du Hasard": "La liberty du choix 
produit, k parler rigoureusement, les seuls faits fortuits". 
Identica opiniao e apresentada por A. Darbon que diz, 
ao discutir a frequencia dos algarismos 0, 1. ... 9 no 
numero r.: — "Em ultima analise, o unico aconteci- 
mento verdadeiramente aleatorio que se possa invccar 
na interpretagao destes exemplos e a escolha de um sis- 
tema aritm^tico e, por conseguinte, um fato psicolo- 
gico ou social, onde a vontade humana encontra tal- 
vez ocasiao de se exercer". O tratado de P. Man- 
sion: "La porUe objective du calcul des probablit^s" 
deve ser citado aqui, pois tambem esposa o ponto 
de vista que as agoes humanas voluntdrias sao fortuitas. 
Recentemente Lecomte de Noiiys retomou esta questao 
no seu livro "L'Avenir de TEsprit", mas a posigao que 



adota nao e muito clara. Diz ele: "Conservemos a no- 
qao de acaso, ou melhor, os metodos baseados sobre o 
calculo de probabilidade, para todos os problemas sim- 
ples nos quais a vida nao intervem... Mas nao tente- 
mos aplica-los a problemas por demais misteriosos onde 
eles apenas se arriscam a tqrnar-se ridiculos". Isto pa- 
rece implicar que o calculo de probabilidade deve ser 
usado exclusivamente no estudo dos fenomenos fisicos, 
mas e um fato que esses metodos teem sido usados com 
exito na biometria e em outras ciencias que, sem du- 
vida alguma, estudam 'a vida. um fato curioso que 
todos os autores citados aqui sejam franceses e alguns 
deles eminentes matematicos. Nao resta duvida de que 
nao foram influenciados por James ou Miinsterberg, mas 
sim pelas opinioes correntes sobre o livre arbitrio. Isto 
se torna claro pelo fato de que se limitam as acoes hu- 
manas voluntarias, do mesmo passo que negligenciam 
a eficaz aplicacao do calculo de probabilidade aos esta- 
dos mentais de carater cognitivo. O julgamento expen- 
dido na comparaqao de dois estlmulos, por exemplo, e 
um acontecimento fortuito com probabilidade constante, 
e cs numeros das frequencias relativas desse julgamento 
sao comparaveis, sob todos os aspectos, as determina- 
Qoes empiricas de probabilidades desconhecidas. O pon- 
to de vista de que o julgamento dessas comparaQoes de 
estimulos nao seria determinado unicamente pelas con- 
digoes existentes nao nos causa grande impressao. A 
percepgao correta de condiqdes objetivas tern um valor 
evidente para a sobrevivencia do individuo na luta pela 
vida, e e dificil compreender que assim deva ser se nao 
ha nenhuma conexao necessaria entre uma percepgao e 
o estimulo que a produz. 

8) As regularidades estatisticas e a escola de ma- 
tematica de Moscou — Os autores que escrevem sobre 
o carater fortuito das decisoes humanas voluntarias ocu- 
pam-se de um problema que recebeu uma resposta ex- 
tremamente interessante ha muito tempo atras. Essas 
ideias nao se tornaram amplamente conhecidas porque 
a maioria das publicacoes foram escritas em russo e sao 
encontradas somente em lugares dificilmente accessi- 
veis aos estudiosos. A tentativa de reconciliar as obser- 
vacoes estatisticas das regularidades verificadas nas 
acoes humanas voluntarias, com as nogoes correntes so- 
bre o livre arbitrio, resultaram em uma concepcao do 
acaso que e conhecida pelo nome de doutrina da Escola 
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de Matem^tica de Moscou. O trago caracteristico desta 
doutrina consiste no fato de que aponta razoes positi- 
vas pelas quais a causalidade de certos acontecimentos 
e inaccessivel ao nosso conhecimento. Expllcaremos o 
desenvolvimento do problema e a sua solugao, tal como 
for am apresentados pelos matemdticos de Moscou. 

Certas agoes, como por exemplo os casamentos ou 
os crimes verificados em um ano, mostram uma regula- 
ridade notavel quando sao considerados em comunidades 
relativamente grandes e fechadas. Os valores medianos 
permanecem constantes, embora cada ato particular de- 
penda do acaso de um decisao voluntaria do individuo 
e o mesmo 6 verdadeiro quanto ao numero de nascimen- 
tos, uma vez que cada um deles depende da decisao vo- 
luntaria dos progenitores. Assim tambem o numero de 
mortes 6 influenciado pelo carater fortuito de uma de- 
cisao voluntdria, pois a duragao da vida e influenciada 
pela maneira de viver escolhida pelo individuo. 

Cada acontecimento individual e imprevisivel, mas 
se os observarmos em grupos razoavelmente grandes e 
suficientemente estaveis, obteremos numeros aos quais 
se aplicam as proposigoes do calculo de probabilidade. 
Isto implica em que sejam acontecimentos casuais. Os 
fatos sao indiscutiveis e devemos perguntar: Como po- 
demos conceber a relagao entre as decisdes voluntarias 
e as respectivas condigoes? Parece obvio que estes nu- 
meros exprimem uma lei que regula as decisdes volun- 
tarias. Muitos pensadores voltaram-se para a estatis- 
tica afim de encontrar uma solugao para o problema do 
livre arbitrio, e estas observagdes foram objeto das mais 
acaloradas discussdes. 

Observagdes relativas as alteragdes da populagao 
constituiram o primeiro problema da estatlstica, mas a 
sua importancia prdtica foi logo eclipsada pelo seu in- 
teresse filosdfico ou teoldgico. O carater peculiar destas 
primeiras investigagdes pode ser melhor apreciado no 
titulo do trabalho de J. Arbuthnot, publicado em Philo- 
sophical Transactions de 1710-1712: "Um Argumento a 
favor da Divina Providencia Extraido da Regularidade 
Constante Observada nos Nascimentos de Criangas de 
Ambos os Sexos". Numerosas referencias ao interesse 
filosdfico das regularidades estatisticas podem ser encon- 
tradas na literatura do seCulo 18, como, por exemplo, na 
correspondencia entre Montmort e Nikolaus Bernoulli. 
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£ facil compreender que as regularidades estatisticag 
tenham provocado o interesse dos filosofos. Quasi todas 
as estatisticas, mesmo que nao apresentem grande inte- 
resse pratico, podem ser consideradas de um ponto de 
vista geral e tornar-se objeto de especulagoes filosoficas. 
Tomemos como exemplo a populagao total da Terra. Um 
individuo de inclinagoes religiosas e tendencias cientifi- 
cas, levantara a questao de saber, como todos os homens 
que vivem atualmente podem ser descendentes de um 
so casal, que viveu ha cerca de 5.600 anos atras. A hipo- 
tese de que a populagao aumenta em proporgao geome- 
trica e plausivel e, alem disso, confirmada pela obser- 
vagao. Euler concedeu consideravel atengao a este pro- 
blema. Alude a ele na sua: 'Tntroductio in Analysin In- 
finitorum" e escreveu em 1760 um trabalho intitulado; 
"Recherches Generales sur la Mortalite et la Multipli- 
cation du Genre Humain", onde prccura analisar a hipo- 
tese da progressao geometrica. Apresenta algumas su- 
posigdes mais ou menos plausiveis e mostra que o aumen- 
to se processa segundo uma formula mais complexa, 
conhecida tecnicamente como uma serie recorrente. No 
inicio, os termos desta serie variam com muita irregu- 
laridade, mas nos ultimos termos o aumento e quasi 
identico ao dos termos de uma serie geometrica. 

O interesse teologico destas investigagoes pode ser 
apreciado tambem no titulo do trabalho de Siissmilch: 
"Die Gdttliche Ordnung in den Veranderungen des mens- 
chlichen Geschlechtes". Este pensador provavelmente 
subscreveria a frase de Arbuthnot, de que a igualdade do 
numero de homens e mulheres nao e efeito do acaso, 
mas da Divina Providencia. dificil, entretanto, aceitar 
o seu argumento. Uma pessoa de tendencias religiosas 
dificilmente duvidara de que esta igualdade, bem como 
qualquer outro fato, dependa da providencia, mas e di- 
ficil perceber por que a percentagem 50: 50 seria melhor 
prova que qualquer outra. O trabalho de Siissmilch e 
um dos livros mais importantes na historia da estatistica 
e exerceu grande influencia sobre os seus sucessores. 

De inicio, a atengao dos investigadores voltou-se 
para a existencia destas regularidades e para as obser- 
vagoes pelas quais podem ser verificadas. A discussao 
tornou-se animada quando os filosofos e os estatisticos 
se voltaram para a interpretagao destes fatos. Quetelet 
fez destas regularidades a base da sua doutrina do "ho- 
mem medio", a qual afirma que a constancia dos mime- 
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ros estatisticos 6 devida k constituigao constante e inva- 
riavel do homem, em cujas agoes o livre arbitrio se ma- 
nifesta produzindo simplesmente perturbagoes aciden- 
tais. Esta doutrina nega o livre arbitrio e foi atacada 
por muitos pensadores, mas encontrou tambem muitos 
adeptos. As discussoes foram tao animadas, para nao 
dizer acaloradas, que por algum tempo os estatisticos 
pareceram mais interessados no problema do livre ar- 
bitrio que na coleta dos dados necessaries para o seu 
trabalho pratico. 

As regularidades descobertas pela estatistica pare- 
ceram constituir uma confirmagao do ponto de vista de 
que as nossas decisoes voluntdrias teem causas necessa- 
rias e deram origem, em certos circulos, a um verdadei- 
ro panico. Os fatos observados foram considerados re- 
sultado de uma lei geral k qual obedeciam as agdes hu- 
manas, mesmo que o seu efeito pudesse estar sujeito ao 
acaso em qualquer particular. Nao existe diferenga es- 
sencial entre este ponto de vista e o apresentado por 
Siissmilch, uma vez que ambos concordam em que as 
nossas decisoes volunt^rias sao influenciadas por um ele- 
mento externo. Segundo um dos pontos de vista, Deus 
influencia as nossas decisoes; de acordo com o outro, esta 
influencia 6 devida a leis misteriosas. Os partiddrios do 
livre arbitrio tentaram invalidar este argument©, quer 
afirmando que os resultados da estatistica sao irrelevan- 
tes nesta questao, quer argumentando que nao se deve 
concluir da existencia das regularidades estatisticas a 
necessidade dos casos individuais. Os artigos desse tipo 
raramente demonstram grande originalidade de pensa- 
mento, e abrir caminho atravds dessas publicagoes nao 
constitue ocupagao muito agradavel. 

A solugao dada a este problema pelos matemdticos 
de Moscou e de tipo inteiramente diferente. Os repre- 
sentantes mais proeminentes desta doutrina sao P. L. 
Tschebycheff, Nekrassow, W. G. Alexejeff e N. W. Bu- 
gajeff, lider da escola. Estes pensadores concorreram 
com importantes contribuigoes para o progresso da ma- 
temdtica e particularmente do cdlculo de probabilidade 
e — por essa razao pelo menos — a solugao que apresen- 
tam 6 interessante para n6s. Raciocinam da seguinte 
forma: 

Aflm de obter uma visao correta das regularidades 
estatisticas, os matem^ticos de Moscou comegam por 
considerar as condlgoes sob as quais acontecimentos 



— 54 — 

que individualmente sao fortuitos, apresentam medias 
constantes quando tornados em grandes grupos. A res- 
posta a esta questao e encontrada na proposigao demons- 
trada por Tschebyscheff, de que a mais importante con- 
digao para aplicar o calculo de probabilidade a medias 
observadas, consiste na suposigao de que os acontecimen- 
tos sao independentes entre si. Se a suposta indepen- 
dencia dos acontecimentos nao existe, os teoremas re- 
latives as medias nao podem ser aplicados. 

As agoes humanas voluntarias sao imprevisiveis e, 
quando tomadas em grandes grupos, demonstram pos- 
suir a constancia que se exige dos valores medianos. 
Segue-se dai que estes acontecimentos sao independentes 
entre si. Todos os fenomenos da natureza sao relaciona- 
dos, por mais longlnqua que possa ser esta relagao. Isto 
significa que as decisoes humanas voluntarias nao fazem 
parte da cadeia de acontecimentos devidos a causalida- 
de, pois de outra forma nao poderia haver estabilidade 
nas medias. As regularidades observadas nas agoes hu- 
manas voluntarias nao so nao constituem prova contra 
o livre arbitrio, mas sao ainda uma demonstragao da li- 
berdade da vontade. 

A argumentagao dos matematicos de Moscou nao 
para aqui, mas antes de continuar a examina-la devemos 
introduzir uma explicacao tecnica. Quando se abre um 
livro de fisica teorica, encontra-se um mimero imenso 
de equacoes, referindo-se cada uma a um fenomeno par- 
ticular. Se se toma uma dessas formulas, fica-se saben- 
do tudo que se desejar sobre o fenomeno a que a mesma 
se refere. Essa formula realmente da a descrigao do fe- 
nomeno e todas as leis da fisica sao expressas por for- 
mulas desse genero. Quando uma formula exprime a 
relagao entre o acontecimento A e uma ou mais condi- 
goes B, C, ... dizemos que A e uma fungao de B, C, etc. 

Na fisica lidamos com uma certa classe de fungao 
que e chamada analitica. Ha outras fungoes, chamadas 
nao anallticas, mas por razoes que discutiremos mais 
adiante, somente as fungoes analiticas sao empregadas 
na fisica. Essas fungoes teem varias qualidades impor- 
tantes que as tornam extremamente valiosas. Uma de- 
las e o fato de que podem ser determinadas exatamente 
ou com qualquer grau prescrito de exatidao, por um nu- 
mero finito de dados. Vamos supor que queiramos re- 
presentar um fenomeno variavel como fungao do tempo. 
Procede-se a um numero de observagoes suficiente para 
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determinar esta fungao e, uma vez elaborada a equagao, 
estaremos de posse de todas as informagoes necessarias. 
A formula nos capacita a descrever o fenomeno corre- 
tamente em qualquer dos momentos do tempo, momen- 
tos esses dos quais existe um numero infinito. muito 
curioso observar que um numero finito — e, em muitos 
cases, consideravelmente pequeno — de observagdes, nos 
capacita a elaborar uma infinldade de enunciados cor- 
retos sobre o curso da natureza. Isto e consequencia da 
suposigao de que a relagao existente entre os aconteci- 
mentos em questao e c tempo e representada por uma 
fungao analltica. 

As fungoes nao analiticas geralmente exigem para 
sua determinagao um numero infinito de dados e isto 
equivale a afirmagao de que nao podem ser determinadas 
empiricamente. Os fsnomenos que seguem leis repre- 
sentadas por fungoes nao analiticas nao podem ser estu- 
dados pelos metodos da fisica. A sua determinagao exige 
um numero infinito de dados e somente podemos dispor 
de experiencia finita. Podemos observar o curso de tais 
acontecimentos, mas nao podemos quer predizer o seu 
curso future, quer fazer qualquer afirmagao sobre o pas- 
sado. Isto significa que nunca poderemos obter um co- 
nhecimento teorico de fenomencs que obedecem a leis 
expressas por fungoes nao analiticas. 

Voltemos agora ao ponto em que deixamos o argu- 
mento dos matemdticos de Moscou. Argumentam eles 
que os fenomenos da natureza sao representados por fun- 
goes analiticas, e o fato de que um acontecimento da 
natureza pode ser descrito por meio de fungdes analiti- 
cas 6 equivalents a afirmagao de que este acontecimento 
faz parte da cadeia de acontecimentos causalmente rela- 
cionados. impossivel descrever a conexao entre as nos- 
sas decisoes voluntarias e as suas condigoes por meio de 
fungoes analiticas, uma vez que nao pertencem ao gru- 
po de acontecimentos causalmente relacionados. Se esse 
nao fos:e o caso, poderiam nao possuir a independen- 
cia provada pela existencia de regularidades estatisticas. 

Este argumento 6 um dos mais notaveis "tours de 
force" da 16gica. Como tal, permanece notavel, mesmo 
quando se estd convicto de que deve conter um erro 
qualquer, porque prova demais. Quern apanhou o cur- 
so do raciocinio, pode ficar surpreendido pelo fato de 
nao haver este argumento sido descoberto mais cedo. 
Tschebyscheff enunciou proposigoes exatas a respeito de 
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acontecimentos que apresentam medias estaveis, mas an- 
tes dele ja se sabia, embora de maneira mais ou menos 
vaga, que o calculo de probabilidade so se aplica a acon« 
tecimentos independentes. Alguns acontecimentos exem- 
plificam este fato de maneira muito convincente. Nas 
cidades mal construidas, um incendio que se inicia aci- 
dentalmente em uma casa, tern muita probabilidade de 
propagar-se as casas contiguas e transformar-se em uma 
conflagragao. Em uma cidade bem construida, os in- 
cendios nao se propagam facilmente e constituem acon- 
tecimentos independentes. Da mesma forma as estatisti- 
cas relativas a molestias contagiosas que facilmente se 
transformam em epidemias, fornecem um exemplo igual- 
mente convincente deste ponto. Incidentalmente pode- 
mos cbservar que o emprego de fungoes nao analiticas 
na descrigao de fenomenos mentais foi sugerida tam- 
bem por Boussinesq, um frances. 

Que devemos pensar do raciocinio dos matemati- 
cos de Moscou? O seu argumento naturalmente e vali- 
do para todos os fenomencs aos quais se aplicam as pro- 
posigoes do calculo de probabilidade. Aplicamos, porem, 
0 calculo de probabilidade a muitos acontecimentos que 
nao podemos de forma alguma considerar como estra- 
nhos ao campo dos acontecimentos causalmente neces- 
saries. As leis que regem o lance de um dado sao per- 
feitamente conhecidas, mas a experiencia mostra que os 
resultados dos lances de um dado se conformam com as 
proposigoes do calculo de probabilidade. Nao pode tam- 
bem haver duvida alguma de que a mare alta e a mare 
baixa sejam acontecimentos subordinados a leis estri- 
tas. Estas leis nos sao perfeitamente conhecidas, mas se 
observarmos quantas vezes a mare matinal penetra em 
um certo ponto, sob a ponte de Londres, por exemplo, no 
primeiro, segundo, terceiro ou quarto de hora, verifica- 
mos que ha acordo complete com as normas do calculo 
de probabilidade. Uma concordancia semelhante pode 
ser encontrada quandc observamos a frequencia com 
que um certo algarismo, digamos zero, aparece na quin- 
ta casa decimal dos logaritmos dos niimeros inteiros de 
1 a 10.000. Neste exemplo podemos seguir cada caso in- 
dividual em todos os seus detalhes e nao resta duvida 
quanto ao carater analitico das fungoes implicadas. 

Nao podemos aceitar o raciocinio dos matematicos 
de Moscou. Se esse raciocinio pretende ser geral e refe- 
rir-se a todos os fenomenos aos quais se aplica o cal- 
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culo de probabilidade, e evidentemente falso; se se de- 
clarar que se refere somente aos fenomenos mentals, 6 
arbitrdrio. Existe uma certa similaridade entre os pon- 
tos de vista dos matematicos de Moscou e os apresenta- 
dos por Miinsterberg. 

9) Acaso relative. — Se a causalidade for considera- 
da universal, o acaso objetivo estard excluido. Podemos 
tentar basear a definigao de acaso naquele atributo ao 
qual o acaso deve tanto da sua qualidade surpreenden- 
te, isto e, nas coincidencias temporals ou espaciais dos 
acontecimentos. Maldidier sugeriu que os termos sincro- 
nismo e sintopismo seriam muito convenientes para in- 
dicar abreviadamente estas coincidencias. O acaso rela- 
tive pode tambem ser interpretado quer de maneira ob- 
jetiva, quer de maneira subjetiva. A interpretagao ob- 
jetiva afirma que estas coincidencias nao sao devidas a 
uma causa, enquanto que a concep?ao subjetiva admi- 
te uma causa, mas considera-a inaccessivel a nossa inte- 
ligencia. 

Cournot diz que Jean de la Placette, que escreveu 
no s^culo 17 sobre os joges de azar, mantinha esse pon- 
to de vista. "Quanto a mim, estou persuadido de que o 
acaso contem qualquer coisa de real e de positive, tal- 
vez o concurso de dois cu mais acontecimentos contin- 
gentes, cada um dos quais tern suas causas proprias, 
mas de forma tal que a sua concorrencia nao possue 
causa alguma conhecida". Isto e uma formulagao clara 
da concepgao subjetiva do acaso relativo. Esta ideia tern 
grande atragao para as pessoas de grande inteligencia e 
podemos encontra-la, por exemplq, nas obras de Goethe. 

Escolhemos Schopenhauer como o moderno repre- 
sentante dessa doutrina. Argumenta ela da seguinte 
forma. O acaso 6 a negagao da necessidade. O conteu- 
do logico desta no^ao e negative e indica a ausencia de 
conexoes causais. O acaso, por esta razao, 6 sempre 
qualquer coisa negativa e cada acontecimento da natu- 
reza e ao mesmo tempo fortiiito e necessario: necessa- 
rio em relagao tis suas causas e fortiiito em rela^ao a 
tudo mais, pois sincronismo e sintopismo sao coinciden- 
cias, sao acontecimentos fortiiitos sem conexao necessa- 
ria. A necessidade do fenomeno individual 6 compreen- 
dida quando sabemos as causas, mas a coincidencia des- 
sas diferentes causas, independentes entre si, aparece co- 
mo fortiiita. Realmente esta independencia 6 a essencia 



— 58 — 

do acaso. Entretanto, uma vez que cada uma dessas cau- 
sas e o resultado necessario de alguma outra coisa — 
de maneira que a cadeia da causalidade nao tem inicio 
— o acaso e um fenomeno inteiramente subjetivo, de- 
vido a limitagao da nossa inteligencia. ic tao subjetivo 
quanto o horizonte otico onde o ceo e a terra se encon- 
tram. 

Schopenhauer ilustra a nogao de cadeias causais 
independentes com o exemplo das relagoes genealogicas: 
quando existe um ancestral comum, temos dependen- 
cia; caso contrario, temos independencia. Se supuser- 
rnos que todos os homens sao descendentes de um so 
casal, teremos um parentesco universal. Se supusermos 
a existencia de varios casais originais, teremos o caso 
de cadeias causais independentes. Cournot usa o mes- 
mo exemplo para ilustrar essa ideia. Ambos escreveram 
mais ou menos no mesmo periodo, mas as suas obras 
permaneceram praticamente desconhecidas na epoca. 
Uma vez que o exemplo das series genealogicas exempli- 
fica muito bem esse ponto, e como e pouco provavel que 
Cournot conhecesss os trabalhos de Schopenhauer, ou 
vice-versa, nao temos motivo para supor que um tenha 
tornado o exemplo do outro. 

Este ponto de vista e um pouco mais preciso que o 
de Laplace, pois afirma que os sintopismos e os sincro- 
nismos sao resultado do acaso. As coincidencias tempo- 
rals e cspaciais sao sem duvida caracterlsticas de um 
grande grupo de acontecimentos casuais, mas ha outros 
em que este ponto de vista exige uma modificagao in- 
ter essante. 

Consideremos acontecimentos tais como o sexo de 
um nascituro ou a cor de uma bola que sera retirada de 
uma urna. Neste caso, o acaso consiste no fato de um 
objeto determinado por qualidades espaciais e tempo- 
rals possuir ainda outros atributps, como por exemplo, 
o fato de ser a crianga um menino, ou ser branca a 
bola retirada. Esta coincidencia e diferente da que se 
observa quando duas bolas se encontram no ar. Aqui 
o acaso consiste no fato de que urp individuo possue um 
atributo que nao pode ser deduzido das suas proprias de- 
terminagdes temporais e espaciais. Neste ponto a dou- 
trina do acaso relative poderia ter evoluido para a dou- 
trina do acaso logico. Vamos designar pela letra A o 
grupo de proposigoes que caracteriza um objeto, e por 
B a afirmagao de que este objeto possue um determi- 
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nado atributo. Quando 6 possivel deduzir B de A por 
meio de processos exclusivamente logicos, entao pode- 
mos considerar B como necessdrio. Se, entretanto, nao 
existir tal processo 16gico, consideraremos como aciden- 
tal a presenga de B no objeto. 

Se a causalidade for considerada universal, todos os 
atributos de um objeto, suas determma?6es temporals e 
espaciais inclusive, sao necess&rios e teremos que acei- 
tar a forma subjetiva ou relativa do acaso. O acaso re- 
lative serk aceitavel somente se admitirmos uma dou- 
trina tal como a de Renouvier, que postula o inicio ab- 
solute das cadeias causais. Essa teoria implica no acaso 
objetivo e aceitando-a pouco se ganha para o cdlculo 
de probabilidade. 

Precisamos mencionar aqui uma curiosa solugao do 
problema da causalidade conhecida por: "teoria da cons- 
tituigao fibrosa" do universe e que se deve a Arthur Bal- 
four, que foi igualmente eminente como politico e como 
pensador. Afirma ele que cada acontecimento estk re- 
lacionado com cada um dos outros acontecimentos e £ 
determinado pelo curso anterior do universe na sua to- 
talidade. Relativamente ks condiqdes que influenciam 
um acontecimento existe uma hierarquia, de maneira 
que somente uma pequena parte delas exerce uma con- 
sideravel influencia que deve ser tomada em conside- 
ragao em um estudo que pretende atingir um grau de 
exatidao correspondente a uma primeira aproximagao. 
O ponto de vista de Balfour tern o merito de tomar em 
consideragao o estagio presente do conhecimento, dei- 
xando, ao mesmo tempo, lugar para novos progressos. 
Nao pretende fornecer uma definigao de acaso que possa 
ser util ao c^lculo de probabilidade. 

A doutrina do acaso relative mcstra claramente que 
as dificuldades comegam a surgir somente no momento 
em que tentamos reconciliar a nogao de acaso com os 
nossos pontos de vista cientificos. A dificuldade se re- 
fere ao nosso pensamento e nao ks nossas percepgoes. 
Na vida dteria nao encontramos dificuldade em consi- 
derar como independentes dois acontecimentos que se 
verlficam em lugares muito diferentes. Na maioria dos 
casos, a relagao 6 tao remota que nem mesmo a mals 
refinada inteligencia poderia descobrir uma conexao. 
Para a nossa percepgao, o mundo consiste em um nu- 
mero infinite de cadeias causais que, tal como as fibras 
de uma corda, tocam-se somente em alguns pontos, 
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afim de continuar o seu curso independente por algum 
tempo e depois desaparecer. 

10) Acaso logico. — Os atributos contidos na de- 
finigao de uma nogao necessariamente pertencem a to- 
dos os elementos representativos do grupo, pois de outra 
forma nao poderia fazer parte deste. A presenga de qual- 
quer atributo em um elemento representativo desta no- 
gao e chamada acidental ou fortuita quando nao pode 
ser deduzida da definigao. 

Esta nogao tambem remonta a Aristoteles, que diz 
na sua Analitlca Posterior; "Quanto aos acontecimen- 
tos casuais, devemos dizer que a respeito deles nao e 
possivel elaborar-se uma ciencia." A ciencia trata apenas 
dos atributos necessaries e nao existe uma ciencia do 
acaso. Devido a certas obscuridades existentes na dou- 
trina da definigao de Aristoteles, o significado desta 
frase nao e muito claro. Diz ele que a definigao da a 
essencia de uma coisa e determina tambem sua existen- 
cia. Se os atributos de um objeto, que Ihe pertencem 
pela sua essencia sao necessaries, esta frase pode signi- 
ficar que os atributos acidentais nao sao causalmente ne- 
cessaries. Esta interpretagao esta de acordo com os ou- 
tros pontos de vista deste filosofo que nao ere na cau- 
salidade universal. Nao esta estabelecido como certo 
que a passagem em que Aristoteles fala do acaso logico 
deva ser interpretada em um sentido puramente logico. 
Obtem-se a nogao de acaso logico somente quando a de- 
finigao e considerada como uma construgao inteiramente 
logica, sem nenhum segundo sentido metafisico. 

Um atributo de um objeto e acidental com referen- 
cia a uma nogao em cuja definigao ele nao e contido. O 
acaso se refere a informagao contida na definigao e nao 
devemos fazer referencia ao acaso sem declarar qual a 
informagao que consideramos como dada. Qualquer 
parte da experiencia e resultado de certas condigoes que 
necessariamente produzem o acontecimento com todos 
os seus atributos. O mundo segue o seu curso e cada 
acontecimento e inalteravelmente determinado pelas 
condigoes anteriores. A nogao de acaso tern sentido so- 
mente para o nosso pensamento. Esta nogao pode ser 
aplicada somente quando formamos no pensamento uma 
nogao e consideramos o objeto como representativo dela. 

A nogao "tirar bolas desta urna" e definida pela de- 
cisao: tirar bolas de uma urna que contem bolas bran- 
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cas e pretas em determinada proporQao e o ato de tirar e 
representativo dessa nogao. Nao dispomos de meios para 
deduzir a cor da bola que serd retirada e o fato de ser 
branca constitue um acaso no sentido logico da palavra. 
fi facil ver como esta nogao se aplica a outros aconteci- 
mentos habitualmente tratados no calculo de probabi- 
lidade; vou exemplificar a nogao de acaso logico com 
alguns exemplos nos quais a independencia logica nao 
e tao facilmente visivel. 

a) O axioma das paralelas e independente dos ou- 
tros axiomas da geometria. Nos sistemas da geometria 
nao euclidiana este axioma e substituido por outras pro- 
posigdes apropriadas que, em conjunto com os outros 
axiomas da geometria tradicional, levam a sistemas lo- 
gicamente coerentes. A historia mostrou que o axioma 
das paralelas nao pode ser deduzido dos outros axiomas, 
isto e, que logicamente independe deles. 

b) Uma equagao diferencial esta em relagao de 
necessidade logica relativamente a sua solugao, uma vez 
que esta e derivada da primeira por processes inteira- 
mente logicos. As condigoes iniciais sao logicamente 
independentes dela e existe uma infinidade de tais con- 
digoes, coerentes com a equagao. 

c) Dois acontecimentos, xey, estao relacionados de tal 
maneira que y e uma fungao f(x; Ci, cL., ... cn) de x e 
das constantes Ci, Co, ... cn. Para cada constante existe 
um intervalo e todos os valores nele contidos sao admis- 
siveis. Atribuir uma serie particular de valores e for- 
tiiito. 

d) As flores de uma certa especie podem ser azues, 
brancas ou vermelhas. O aparecimento de uma cor de- 
terminada, azul por exemplo, constitue um acaso no 
sentido Idgico. 

A opiniao de que a nogao de acaso € aplicavel k cien- 
cia e particularmente ao calculo de probabilidade e de 
natureza inteiramente logica e conta, na epoca moderna, 
com muitos partidarios. Vamos citar uma passagem de 
R. de Montessus: "Dado que certos acontecimentos teem 
um caracteristico comum, e, por essa razao, constituem 
uma classe, mas diferem sob certos pontos de vista, o 
que permite coloca-los em categorias bem definidas, o 
acaso consiste na ausencia de relagoes bem definidas en- 
tre as causas que colocam tal acontecimento de tal clas- 
se nesta categoria e os caracteres distintivos desta cate- 
goria." Desde que nao existam entre as classes rela- 
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Q6es de especie alguma a nao ser as logicas, temos aqui 
a doutrina do acaso logico na sua forma pura. Alem 
disso citamos G. Helm, F. Jodl e W. Windelband como 
expoentes do ponto de vista de que a nogao de acaso 
logico e a unica que pode ser usada coerentemente na 
ciencia. 

A. A. Cournot nao emprega o termo acaso logico, 
mas, na minha opiniao, nao resta diivida de que deve 
ser classificado entre os partidarios desse ponto de vista. 
Ele parte do acaso relative e discute o fato de que as duas 
cadeias causais, na coincidencia espacial ou temporal 
em que consiste o acaso, seguem as leis Gi e G2 respec- 
tivamente. Nao importa saber se estas leis sao ou nao 
enunciadas sob a forma de uma fungao matematica. 
Quando existe um grupo de condigoes Vx, das quais po- 
demos deduzir Gi mas nao G2, entao dizemos que Gx e 
independente de G2. Da mesma forma dizemos que Gi e 
independente de G2, quando existe um grupo de condi- 
goes V2 das quais podemos deduzir G2 mas nao Gx. As 
proposigoes Gi e G2 sao consideradas mutuamente inde- 
pendentes quando Gx e independente de G2 e G2 e inde- 
pendente de Gx. Nesse caso e habito dizer que as duas 
proposigoes nao podem ser derivadas das mesmas su- 
posicoes. Tais proposigoes sao acidentais uma em rela- 
gao a outra. Pode ser que Laplace tenha razao ao dizer 
que o numero de leis naturais e pequeno, mas e sufi- 
ciente que existam duas leis mutuamente independentes 
para garantir ao acaso o seu lugar no curso do universe. 

O acaso logico permanece, mesmo quando o nosso 
conhecimento e completo. A nossa teoria dos eclipses 
do sol e da lua e suficientemente avangada para ser 
apresentada de forma matematica. Isto significa que 
possuimos conhecimento completo desses fenomenos, mas 
isto nao nos impede de deduzir pelas regras do calculo 
de probabilidade a proporgao do numero de eclipses do 
sol e da lua que serao visiveis de um determinado lugar. 
Nesses calculos, consideramos os eclipses visiveis em um 
dado lugar como acontecimentos casuais, e vemos que 
a aplicagao da nogao de acaso e justificada mesmo 
quando o nosso conhecimento alcangou a perfeigao. fi 
evidente que se tratando de eclipses somente a nogao de 
acaso logico e admlssivel. 

A segunda fonte de acaso, segundo Cournot, e en- 
contrada no que chama os dados historicos no curso do 
universe. Estes devem ser aceitos como dados e nao 
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admitem uma dedu?ao de leis naturais. Um individuo, 
que nao fosse onisciente, mas cuja inteligencia fosse 
muito superior k nossa, poderia penetrar muito mais 
profundamente que n6s na an^lise das fases pelas quais 
passou o sistema planetdrio, mas eventualmente encon- 
traria uma s6rie de dados que resistiriam a andlise pela 
teoria. Esses dados devem ser aceitos como fatos histo- 
ricos, isto e, como resultado da cooperagao de causas que 
se situam ainda mais remotamente no tempo. Com um 
pouco de atengao podemos reconhecer que os dados his- 
tdricos de Cournot correspondem ao tipo de aconteci- 
mentos fortuitos mencionados acima sob a letra c. Os 
dados histdricos fornecem as condigoes iniciais e deter- 
minam o acontecimento que realmente se verifica. A 
fungao dd a lei que o acontecimento segue, e as cons- 
tantes determinam o acontecimento quanto a sua indivi- 
dualidade. O conhecimento somente da fungao nao nos 
capacita a determinar o acontecimento que realmente se 
verifica. Para isto necessitamos os valores mimericos 
das constantes que devem ser encontrados por meio da 
observagao. 

Coumot, filosofo e pensador de primeira plana, nao 
exerceu praticamente influencia alguma sobre os seus 
contemporaneos. Era um excelente administrador e bem 
cedo alcangou uma alta posigao a servigo do governo. 
Este exito militou contra a sua classificagao con^o pen- 
sador, pois as pessoas sao geralmente refratarias a reco- 
nhecer a eminencia de um Jiomem em dois campos di- 
versos. Os seus contemporaneos consideravam o seu tra- 
balho no setor da 16gica como um simples divertimento, 
que toleravam, mas se recusavam a tomar a serio. E 
ainda mas curioso que homens como Windelband e Kries 
nao tivessem compreendido a importancia do trabalho de 
Cournot. Escreveram apos a morte deste e, como per- 
tenciam a outro pais, nao se deixariam influenciar pela 
sua alta posigao oficial. No inicio deste seculo, um gru- 
po de franceses eminentes tentou fazer justiga ao tra- 
balho de Cournot. E. Czuber tern o m^rito de haver ex- 
pllcado a importancia de Cournot ao publico em geral. 
Nao se pode dizer que Cournot tenha feito progredir o 
lado t6cnico do c&lculo de probabilidade, mas os seus 
pontos de vista sobre os principios dessa ciencia sao 
novos e originais. 

Tomo a liberdade de tentar adivinhar a razao pela 
qual as ideias de Coumot permaneceram esquecidas por 
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tao longo tempo. Os matematicos gostam das ideias pre- 
cisas e apreciam as especulagoes relativas aos principios 
das respectivas ciencias, mas somente quando podem 
ser prontamente transformadas em formulas. Deseja- 
vam naturalmente que Ihes mostrassem como esta no- 
cao de acasq logico poderia ser usada para definir a 
probabilidade matematica. Isso, como veremos em uma 
das aulas futuras, pode ser feito por meio das proposi- 
goes do ramo da matematica conhecido por "teoria das 
classes" em ingles, "theorie des ensembles" em frances e 
"Mengentheorie" em alemao. A teoria das classes nao 
existia na epoca de Cournot, pois as primeiras contri- 
buigoes nesse campo surgiram por ocasiao da sua morte. 
No inicio deste seculo, a teoria das classes estava bas- 
tante desenvolvida e a pesquisa de Bertrand Russell so- 
bre os principios da matematica exerceu uma tremenda 
influencia sobre o espirito de todos os estudiosos. Al- 
guem teria a ideia de empregar o acaso logico como base 
sobre a qual se poderia construir o calculo de probabi- 
lidade, de acordo com as regras da teoria das classes. 
Isso era apenas uma questao de tempo. Foi o que fiz 
nos meus trabalhos sobre esse problema, e tive a satis- 
fagao de ver que muitos anos mais tarde Bertrand Rus- 
sell apresentou uma solugao essencialmente identica. 



CAPITULO III 

OS SISTEMAS ABSTRATOS DE PENSAMENTO 

1) Nonnas de coexistencia — As proposigoes por 
meio das quais formulamos a nossa experfencia do mun- 
do exterior dividem-se em dois grupos: as normas de 
coexistencia e as normas de sucessao. O primeiro grupo 
con tern formulagoes relativas a objetos que persistem no 
tempo, como por exemplo: O monte Etna e um vulcao. 
Ao segundo grupo pertencem afirmagoes sobre a suces- 
sao dos acontecimentos no tempo, como por exemplo: 
O sol levanta-se a leste, culmina no zenite e poe-se a 
oeste. Esta proposigao dk a ordem em que se sucedem 
os acontecimentos "levantar-se", "culminar" e "por-se". 

Nos enunciados do primeiro grupo, o sujeito indica 
um objeto definido pelos atributos a, b, ... m ao qual 
pertence o atributo indicado no predicado. Este fato 6 
indicado pela proposigao "A 6 n". Objetos que possuem 
somente os atributos a, b, ... me nenhum outro, exis- 
tem somente no nosso pensamento. Nenhum objeto na 
sua individualidade 6 inteiramente descrito por qualquer 
grupo finite de atributos, por maior que seja esse grupo. 
Qualquer objeto que faz parte da realidade possue um 
niimero infinito de atributos, mas ao formar as nossas 
nogoes usamos somente um niimero muito pequeno deles. 
A formagao das palavras e das nogoes que empregamos 
na vida dteria 6 um processo cujas normas sao estudadas 
pela psicologia social. Em outros casos 6 arbitrdria. 
Quando 6 fantasiosa, obtemos nogdes tais como as que 
figuram nas Mil e Uma noites e outras obras podticas 
semelhantes. Quando tentamos torna-las exatas, che- 
gamos as nogoes profundamente artificials da ciencia. 
Sao construgoes abstratas cuja formagao e determinada 
meramente pelo objetivo ao qual se pretende que sirvam. 

Na proposigao "A 6 n" o sujeito, bem como o pre- 
dicado, sao nogoes e, como tais, definem grupos de obje- 
tos. O predicado n define os grupos mais largos doa 
quais o sujeito A 6 parte. O valor dos enunciados de 
coexistencia depende do grupo ou classe definida por A. 
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No nosso exemplo as palavras "Monte Etna" referem-se 
a um so objeto e a classe define somente um membro. 
Na proposigao "Os paises da America do Sul sao repii- 
blicas", a classe definida pelo sujeito tem um numero 
finito de membros e na proposigao "Os numeros primos 
maiores que dois sao impares" a classe e infinita. Exis- 
tem tambem classes que nao conteem elemento algum e 
sao chamadas vazias. 

As proposigdes da forma "A e n" teem diferentes 
valores para o conhecimento, conforme A se refere a 
uma classe de um ou mais membros. No primeiro caso, 
trata-se de um fato individual que se da uma vez e nun- 
ca se repete. Nao faz diferenga que seja um fato his- 
torico, como: "Cesar atravessou o Rubicon", ou que seja 
uma afirmagao sobre as posi^oes dos planetas em um 
determinado momento. No segundo caso a proposigao 
implica que encontramos o atributo "n" sempre que 
encontramos o grupo de atributos a, b, ... m. Os atri- 
butos dos objetos nao se acham espalhados a esmo sobre 
a experiencia, mas estao agrupados de certa forma, de 
acordo com as normas de coexistencia. 

2) Normas de sucessao — Vamos definir o objeto- 
A pelos atributos a, b, ... m. Observamos A nos mo- 
mentos ti, t2, ... t,, e verificamos que A possue os atri- 
butos: 

Xi, y:, Zx no tempo ti 
X2, 72, Z2 no tempo t2 
Xn, yn, zn no tempo tn 

Estes fatos oferecem a oportunidade de introduzir a 
nogao de um objeto em mudanga. Chamamos o grupo 
de atributos Xx, yx, ... Zi; chamamos X2, ya, ... Z2; ... 
Xn, yn, • • • zn as fases atraves das quais A esta passando 
e designamo-las pelas letras Zx, Za, ... Zn. A serie de 
fases chama-se um processo, que se inicia no tempo tx e 
termina no tempo tn. Um processo e uma serie de fases 
ordenada com referencia ao tempo em que estas existeim 

Um processo descreve um unico fenomeno indivi- 
dual. Podemos formar classes de processes que teem 
algum atributo em comum. A definigao de uma classe 
de processes que contem mais de um elemento e uma 
norma de sucessao. O fato de que tais normas existem, 
prova que os acontecimentos no curso da natureza nao 
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se seguem acidentalmente, mas demonstram uma regu- 
laridade que pode ser estudada. 

Fases que consistem em um numero finite de atri- 
butos existem somente no nosso pensamento. Segue-se 
dai que os processes que consistem nas mudan^as de um 
numero finito de atributos existem somente no nosso 
pensamento. Todos os processes que se desenrolam no 
mundo real estao ligados a um numero indefinido de 
processes que se verificam no objeto A. 

A necessidade indicada nas normas de coexistencia 
e sucessao e exclusivamente 16gica. Baseia-se no fato de 
que somentes os objetos que possuem os atributos exigi- 
dos podem constituir elementos das classes. O curso da 
natureza como um todo, bem como o de qualquer uma 
das suas partes, e linico e nao tern sentido afirmar ou 
negar a sua necessidade. Os objetos e as processes da 
natureza sao como sao, e devemos toma-los tais quais. 
Podemos considerar necessdrio um process© somente de- 
pois que se tornou, por abstra^ao, objeto do nosso pensa- 
mento. As normas de coexistencia e de sucessao des- 
crevem os fenomenos nao na sua individualidade mas so- 
mente pelos seus caracteristicos gerais. 

Ha processos que se iniciam com uma fase constant© 
Z que, pela acessao do atributo Z' se transforma em Z,, 
que e seguido pela sdrie Zo, Z3, ... que leva d faze Zn, 
que de novo e constante e varia muito lentamente. Fa- 
tes desta especie oferecem a oportunidade de introduzir 
a no^ao de causa e efeito. Z' e chamado causa e Zn, 
efeito. 

As noqdes de causa e efeito sao mais de valor prdtico 
que 16gico. Pode acontecer que Z seja encontrado com 
muita frequencia, ao passo que Z' pode ser raro ou de- 
pender de uma decisao humana voluntdria. No ultimo 
caso, o indivlduo implicado 6 considerado como causa 
do process© e responsabilizado pelas consequencias. Do 
ponto de vista Idgico o fato de que Z' ascendeu ate o 
ultimo atributo para constituir Zu nao tern importancia 
16gica. As fases que constituem o processo se desenca- 
deiam quando a condiQao inicial Zi se verifica, indepen- 
dentemente da ordem em que os atributos se juntaram. 
fi facil, muitas vezes, idear uma situagao experimental 
em virtude da qual a acessao nao de Z' mas de um atri- 
buto inteiramente diferente, inicia o processo. 

Nao devemos subsstimar a forga psicoldgica dos mo- 
tivos que nos levam a pensar em termos de causa e efei- 
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to, e que militam contra a concepgao exclusivamente 16- 
gica dessas nogoes. Estes dois termos sao tambem muito 
uteis para exprimir abreviadamente certos assuntos com- 
plexos. Uma legiao de escritores, entre os quais os mais 
profundos pehsadores, tentou libertar as nogdes de causa 
e efeito da contradigao e torna-las coerentes, mas todos 
esses esforgos falharam. Parece melhor evitar as difi- 
culdades inelutavelmente ligadas as nogoes de causa e 
efeito, considerando-as simplesmente como conceitos 
logicos. 

3) As leis naturais — Agora limitaremos as nossas 
consideragoes aos casos em que um ou mais atributos 
de um objeto teem carater quantitative e admitem uma 
determinagao numerica. As normas de coexistencia e de 
sucessao, neste caso, devem assumir a forma de uma fun- 
gao matematica. Esta, realmente, e a unica maneira 
de fazer afirmagoes sobre as relagoes entre classes infi- 
nitas, excetuando alguns casos triviais. Nas normas de 
sucessao, o tempo e a variavel independente e a fungao 
da a relagao pela qual e encontrado, para cada momento 
do tempo, o valor correspondente do atributo quantita- 
tive. As normas de coexistencia enunciam a relagao exis- 
tente entre classes de atributos, nenhuma das quais e a 
classe dos momentos do tempo. 

Na nogao de Lei Natural unimos as normas de co- 
existencia e de sucessao. Uma lei natural e a relagao 
entre os elementos de duas ou mais classes de objetos 
empiricamente encontrados. A palavra "relagao" deve 
ser tomada no seu sentido estritamente logico, isto e, 
como uma relagao de um para um entre os elementos 
das classes A e B, quando, para cada element© de A, 
corresponde um certo elemento de B. 

Todas as leis sao gerais, porque sao validas para 
todos os elementos das classes abrangidas. Quando a 
classe designada pelo sujeito contem somente um ele- 
mento, empregam-se os termos "fato historico" ou "fato 
da experiencia". Quando a classe do sujeito contem 
mais de um elemento, esses elementos sao necessaria- 
mente diferentes, pelo menos quanto as determinagoes 
temporais e espaciais. Uma vez que a lei e valida para 
todos cs elementos, segue-se que as leis naturais sao inde- 
nendentes do tempo e do espago, ist^ e, devem ser va- 
lidas em qualquer lugar e a qualquer tempo. 

Isto equivale a suposigao de que um processo deve 
desenrolar-se em todos os lugares e em todos os tempos 
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da mesma maneira, sempre e onde quer que seja que se 
verifique a condlgao inicial. Alguns autores designam 
esta suposigao pelos termos algo porticos de "onipresenQa 
das forgas da natureza". Os autores ingleses, entre eles 
Russell e Keynes empregam a expressao mais modera- 
da; "uniformidade da natureza". Quero observar aqui 
que esta suposigao desempenha importante papel na teo- 
ria da indugao, e que pode ser formulada de maneira 
abstrata, o que, entretanto, exige alguns conceitos de 
matematica nao elementar. 

A suposigao da uniformidade da natureza esta inti- 
mamente associada aos nossos processos de pensamento, 
mas nao parece ser um elemento necess^rio ao pensa- 
mento. Sem duvida nao tem o mesmo carater, por exem- 
plo, dos principios de contradigao, como se pode verifi- 
car pelo fato de que podemos altera-la sem cair em con- 
tradigao. Muitos filbsofos propuseram a ideia de uma 
evolugao das leis da natureza, o que implica em que pro- 
cesses, que se iniciam partindo das mesmas condigoes 
iniciais, seguem cursos diferentes quando o tempo que 
media entre eles e suficientemente longo para permitir 
que as leis implicadas evoluam, isto 6, tornem-se dife- 
rentes. A nossa relutancia em aceitar esta ideia pode 
ser devida & nossa maneira de pensar sobre o tempo, 
fi fato que as nossas ideias sobre o espago evoluiram e 
que os antigos gregos nao teriam feito objegao contra 
a suposigao de que a mesma fase inicial pudesse pro- 
duzir processos diversos em diferentes partes do mundo. 
Os sens filosofos afirmavam que os acontecimentos que 
se passam na terra e os que se verificam no ceu seguem 
leis inteiramente diferentes, um ponto de vista que os 
satisfazia, mas que repugna & nossa maneira de pensar. 

4) Sistemas de sinais — Um grupo de atributos 
chama-se nogao. A selegao dos atributos pelos quais 
caracterizamos um objeto ou uma fase 6, em muitos ca- 
sos, sugerida pela experiencia, mas nada nos impede 
de proceder a essa escolha de maneira inteiramente arbi- 
trbria. O mesmo 6 verdadeiro em relagao k definigao 
de processos, pois entao a liberdade de escolher a fase 
inicial e final vem juntar-se k liberdade de elaborar as 
nogoes correspondentes ao sujeito e ao predicadq. Uma 
sentenga que caracteriza a palavra com a qual preten- 
demos designar um certo grupq de atributos 6 a defi- 
nigao dessa palavra. Uma definigao absolutamente nao 
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garante que existam na experiencia real objetos que Ihe 
correspondam. 

As palavras escritas ou faladas sao sinais dos grupos 
de atributos por elas designados. Todas as Hnguas pos- 
suem, alem do seu acervo de palavras, uma gramatica, 
Isto e, um sistema de regras segundo as quais sao cons- 
truidas as sentengas por meio da combinagao das pa- 
lavras. Do ponto de vista da logica, uma sentenga e 
um sinal da relagao nela enunciada. Nao ha limites 
para a formagao de sentengas. As regras da gramatica 
sao uteis na formagao de novos sinais, mas e possivel 
conceber a formagao de sinais para sentengas de maneira 
tao arbitraria quanto a que presidiu a formagao das 
palavras. Algumas Hnguas primitivas aproximam-se 
bastante desse metodo, pois usam, por exemplo, pala- 
vras diferentes para designar um veado correndo e um 
veado parado. 

As regras da gramatica podem ser comparadas com 
as regras que regem a manipulagao dos simbolos alge- 
bricos ou os movimentos das pedras no xadrez. Situam- 
se no mesmo nivel que qualquer outra colegao de regras 
semelhante. Uma proposigao pode ser gramaticalmente 
correta sem entretanto corresponder a dado algum da 
experiencia. 

Vamos usar o termo "experiencia imediata" para 
designar as nossas percepgoes sensoriais. A experiencia 
imediata indue as impressoes erroneas produzidas pelas 
ilusoes de otica como, por exemplo, o fato de uma vara 
parcialmente imersa na agua parecer quebrada. Desig- 
naremos pela palavra "experiencia" a totalidade das 
nossas percepgoes sensoriais, mais as consequencias delas 
derivadas por processos logicos. 

Quando existem na experiencia objetos aos quais 
pertencem os atributos enunciados em uma sentenga, 
estas sentengas constituem sinais ou imagens desses fa- 
tos, no sentido logico da palavra. A ciencia procura ela- 
borar uma serie de sinais — isto e, de sentengas faladas, 
escritas ou impressas — cada uma das quais e um sinal 
de um objeto dado pela experiencia. Temos Hberdade 
de aumentar indefinidamente o mimero desses sinais e 
dessa maneira damos imagem a um mimero sempre cres- 
cente de objetos dados pela experiencia. Um grupo de 
sinais, pelos quais damos imagem a uma certa parte da 
experiencia, chama-se: ciencia. Esta e a maneira pela 
qual compreendemos a famosa proposigao de H. Hertz 
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de que a finalidade da ciencia 6 dar uma imagem da 
experiencia. 

Hertz formulou este principio e tirou, com grande 
precisao, as consequencias dele resultantes para a me- 
c^nica. A ideia bdsica, entretanto, 6 tao simples que 
seria de admirar que opinioes semelhantes nao houves- 
sem sido apresentadas antes de Hertz. Poderiamos con- 
siderar Bacon como seu antecessor, pois diz: "A ciencia 
€ a imagem da realidade", mas a palavra "realidade" tern 
um ressdibo de filosofia aristotelica. A mesma ideia 6 
claramente expressa — e sem alusoes metafisicas — na 
seguinte passagem de Lavoisier: "Toda ciencia 6 formada 
por tres coisas: os fatos, que a constituem; as ideias, 
que os evocam; as palavras que os exprimem; a palavra 
deve fazer nascer a ideia, a ideia deve pintar o fato; sao 
tres imagens do mesmo sinete". Ha, entretanto, uma 
diferenqa na atitude destes dois homens. Para Lavoi- 
sier, essa ideia significa apenas a oportunidade de es- 
crever uma frase bem torneada, enquanto que para Hertz 
e um element© do seu pensamento cientifico. 

Nessa proposi?ao, a palavra "imagem" deve ser to- 
mada no seu sentido 16gico. O sentido vulgar dessa 
palavra exige uma similaridade entre a imagem e o seu 
objeto, e evidentemente nao existe tal semelhanga entre 
as proposigoes da ciencia e os objetos a que se referem. 
Tomemos cqmo exemplo um process© fisico e sua des- 
cri^ao impressa. Existe uma semelhanga entre os esta- 
dos mentals que experimentamos ao observar na reali- 
dade o process© e ao ler a sua descrigao, mas entre o 
processo e a descrigao impressa ou oral nao ha seme- 
Ihanga, no sentido vulgar da palavra. 

Uma proposigao P este na relagao de dependencia 
I6gica para com um dado grupo de proposigoes G, quan- 
do P pode ser deduzido de G por meio de proce&sos pura- 
mente Idgicos. G € suficiente para a dedugao de P e 
escrevemos entao: G c P. Quando nao existe nenhuma 
relagao dessa especie, escrevemos: G c| P. As proposi- 
goes sem as quais P nao pode ser deduzido sao neces- 
sArias para a dedugao de P. Uma demonstragao de P 
deve ser baseada em um grupo G que 6 necessArio e su- 
ficiente para a dedugao de P. 

Referimo-nos a um sistema quando vArias proposi- 
goes Pj, P2, ... podem ser deduzidas de um dado con- 
junto G. Alguns destes sistemas conteem muitas pro- 
posigdes e, aparentcmente, podem ser aumentados quasi 
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que indefinidamente. Para as proposigoes relativas a 
usam-se os termos: axiomas, proposigoes fundamentals, 
postulados ou hipoteses. Os axiomas devem ser indepen- 
dentes entre si, pois se um deles nao for, poderiamos de- 
riva-lo dos outros e entao continuar com as noasas de- 
monstragoes, tal como vlnhamos fazendo. O grupo de 
axiomas ai, as, ... au e as proposigoes Pi, Ps, P3, ... for- 
mam um sistema quando os axiomas sao independentes 
entre si e as proposigoes Pi, P2, P3, ... podem ser dedu- 
zidas dos axiomas. Essa definigao se escreve: Os axio- 
mas ai, as, ... an e as proposigoes Pi, P2, P3, ... formam 
um sistema, quando temos ai c] ao, as c) as, ... an_i cj aa 
bem como G c Pi, G c P_>, G c P3, ... O segundo grupo 
de relagoes expoe a dependencia logica das proposigdes 
derivadas, e o primeiro estabeleoe a mutua independen- 
cia logica dos axiomas. 

Todos os con juntos de axiomas devem center as re- 
gras da logica. Parece que nao nos e possivel passar 
sem elas. Recentemente, os logicos puseram-se a estu- 
dar as consequencias que adviriam de abandonar ou al- 
terar alguns dos principios logicos. Se assim fizermos, 
ou nao obteremos consequencia de especie alguma, ou 
teremos um numero excessive delas. Se abandonarmos 
o princlpio da contradigao, que afirma que nenhum 
objeto pode ter ao mesmo tempo, os atributos A e nao-A, 
vemos que cada proposigao e o seu contrario estarao 
incluidos no sistema resultante. 

Qualquer axioma que nao seja de carater inteira- 
mente formal, pode ser eliminado e substituido por uma 
proposigao diferente. As consequencias derivadas deste 
novo conjunto de axiomas nao levam a contradigao, e o 
seu sistema e tao coerente quanto aquele derivado do 
conjunto original. 

.j 

5) A verdade logica e a verdade empirica — A ver- 
dade logica de uma proposigao consiste no fato de nao 
existir contradigao entre ela e um dado grupo de outras 
proposigoes. A verdade logica implica em uma referen- 
da a um determinado grupo de proposigoes e nao tern 
sentido falar da verdade logica de uma proposigao sem 
indicar implicita ou explicitamente o grupo de referen- 
da. Quando uma proposigao e logicamente verdadeira 
com referencia a um certo grupo de axiomas, deve per- 
tencer ao grupo de consequencias deles deduzidas, e por 
esta razao e logicamente necessaria. Uma proposigao 
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que e logicamente verdadeira com referencia ao grupo 
de axiomas M, e logicamente falsa com referenda a 
qualquer outro grupo de axiomas M', diferentes de M. 

As proposigoes que conteem uma contradigao sao lo- 
gicamente falsas com referencia a qualquer grupo de 
axicmas logicamente coerentes. 

Prova-se a verdade logica de uma proposigao de- 
monstrando como pcde ser deduzida do grupo de refe- 
rencia. Prova-se que e logicamente falsa mostrando que 
estd em contradigao com uma ou mais proposigoes de- 
rivadas do conjunto dado. Neste caso podemos demons- 
trar que o oposto logico da nossa proposigao pertence ao 
sistema de consequencias derivadas dos axiomas. 

Alem das proposigoes cuja verdade ou falsidade lo- 
gica podemos demonstrar, ha proposigoes em relagao as 
quais nenhuma dessas duas demonstragoes e possivel. 
Kao temos meios de demonstrar se a proposigao perten- 
ce ou nao ao, sistema de consequencias a serem tiradas 
dos axiomas dados. Dizemos que essas proposigoes sao 
possiveis com relagao ao conjunto de axiomas dado. 
Atualmente, por exemplo, nao temos meios quer de de- 

monstrar, quer de refutar a afirmagao de que e" e um 
numero algebrico e exprimimos esse fato dizendo que e 
possivel, com relagao ao conhecimento de que dispomos 

atualmente, que e" seja um numero algebrico. Uma ex- 
pansao futura do conhecimento aritmetico talvez nos 
possibilite fazer uma afirmagao positiva sobre o carater 
desse numero; a proposigao entao deixard de ser possi- 
vel, mas isso nao altera coisa alguma no fato de que a 
proposigao e apenas possivel com referenda ao conhe- 
cimento de que dispomos atualmente. 

Os axiomas mutuamente independentes nao sao lo- 
gicamente nem verdadeiros nem falsos em relagao uns 
a os outros. Nao existe a relagao de dependencia 16gica 
entre eles e logicamente sao somente possiveis com re- 
lagao uns aos outros. 

Os sinais produzidos pela ciencia evocam em n6s 
certos pensamentos e por essa razao podemos falar em 
sistemas de pensamento, tanto quanto cm sistemas de 
sinais. O interesse pela construgao desses sistemas seria 
pequeno se nao existissem alguns sistemas nos quais ca- 
da proposigao 6 imagem de um fato da experiencia. Con- 
sideramos uma propriedade como empiricamente verda- 
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deira quando a relaqao nela afirmada constitue uma 
descrigao correta de um fato da experiencia. Dizemos 
que um sistema e empiricamente verdadeiro quando to- 
das as suas proposigoes possuem o carater de verdade 
empirica. Se nao insistissemos na verdade empirica dos 
sistemas abstratos de pensamento, a sua construgao 
pouco mais seria que uma oportunidade para exercitar a 
destreza logica. Gozamos de completa liberdade na es- 
colha dos nossos axiomas e nada nos impede de esco- 
Ihe-los de tal maneira que as proposicoes dsduzidas des- 
crevam acontecimentos fantasticos. A existencia real 
dos objetos a que se faz referencia nesses sistemas nao e 
nem uma suposigao, nem a finalidade da demonstraqao. 
Interessamo-nos pelos sistemas que sao empiricamente 
verdadeiros porque queremos falar sobre acontecimen- 
tos reais e nao sobre os objetos da imaginaqao fanta- 
siosa, mas este interesse e um fato psicologico e, como 
tal alogico. 

Um fenomeno da natureza e explicado demonstran- 
do de que forma a proposiqao que o descreve pode ser 
obtida como consequencia logica de um dado grupo de 
proposicoes. Uma explicaqao sempre depende dos axio- 
mas dos quais partimos e, por essa razao, possue somente 
valor hipotetico. A explicaqao sera diferente conforme 
as hipoteses das quais partirmos. A palavra "hipotese" 
indica o carater duvidoso das suposiqoes envolvidas, en- 
quanto que um axioma e frequentemente considerado 
como indiscutivel. Esta distinqao nao alcanca o amago 
do assunto, isto e, que as proposiqoes fundamentals das 
quais partimos sao sempre arbitrarias. A palavra "pos- 
tulado" nao tern esses segundos sentidos e parece mais 
adequada para indicar as proposiqoes fundamentais. Os 
sistemas que conteem, alem dos principios da logica, 
somente proposiqoes empiricamente verdadeiras, apresen- 
tam um interesse particular. 

Um exemplo famoso de tal sistema e encontrado no 
tratado "Dos cornos flutuantes" de Arquimedes. Par- 
tindo de alguns teoremas geometricos, define ele o que 
pretende entender por "liquido". P5e-se entao a tirar 
conclusdes e demonstra, por exemplo, que a superficie de 
uma gota deve ser esferica; que um corpo de densidade 
igual a do liquido deve afundar ate que seja completa- 
mente submergido, etc. As demonstraqoes se sucedem 
tal como em um manual de geometria, e muitas delas 
sao apagogicas. As provas apresentadas seriam igual- 



— 75 — 

mente imperativas e convincentes mesmo que nao exis- 
tissem Uquidos no mundo. Isto se refere a verdade 16- 
gica do sistema. A verdade emplrica do sistema e devlda 
ao fa to de que existem na nossa experiencia objetos que 
sao liquidos no sentido atribuido a essa palavra por 
Arquimedes. Se considerarmos, por exemplo, os resul- 
tados das observagoes reals sobre os vasos comunicantes, 
veremos que ser^ possivel deduzi-los como uma das pro- 
posigoes da teoria, pelo que sao explicados. 

Todas as proposigoes empiricamente verdadeiras si- 
tuam-se no mesmo nivel. Pode acontecer que algumas 
delas cheguem ao nosso conhecimento mais cedo que 
outras, ou que algunms possam.ser observadas frequen- 
temente e outras apenas raramente. Todas essas dife- 
rengas sao, logicamente, despidas de importancia. Nem 
e a posigao de uma proposigao influenciada pelo fato de 
que pode ser .obtida como consequencia logica de outras, 
desde que todas as proposigdes implicadas sejam empi- 
ricamente verdadeiras, pois todas elas sao simplesmente 
afirmagoes de fatos. Nada devemos concluir relativa- 
mente 4 ordem das coisas envolvidas, com base na ordem 
em que as proposigoes de um sistema sao apresentadas. 
como faz Spinoza. As proposigdes sobre as quais basea- 
mos uma explicagao podem ter a vantagem de ser mais 
familiares para nds, mas sao tanto afirmagoes empiri- 
cas quanto as proposigdes a serem explicadas. 

Todas as consequencias deduzidas por processes pu- 
ramente l6gicos de uma proposigao empiricamente ver- 
dadeira, devem ser empiricamente verdadeiros. Isto pa- 
rece uma frase metafisica, mas, na realidade, nao e. As 
proposigdes da logica dao as regras para a transforma- 
gao tautoldgica, o que significa apresentar sob outra for- 
ma o conteudo 16gico das proposigdes. Deixam o con- 
teudo inalterado e apresentam-no simplesmente de uma 
maneira nova. 

Isso nos pode levar a crer que a melhor maneira de 
demonstrar a verdade empirica de um sistema consiste 
em provar as proposigdes fundamentais. Na maioria dos 
casos, entretanto, essa prova 6 impossivel, porque os axio- 
mas sao altamente abstratos e inaccessiveis a uma ex- 
perimentagao direta. Diante desta impossibilidade, o 
linico caminho que nos resta consiste em provar a ver- 
dade de todas as proposigdes do sistema. Esta tarefa 6 
extremamente laboriosa. O que nos interessa princi- 
palmente 6 sistematizar a fisica e a biologia, setores em 



— 76 — 

que cada dia traz novos esclarecimentos, de maneira que 
a tarefa de slstematiza-los nao tem fim e assemelha-se 
realmente ao trabalho das Danaides. O fato e que a 
verdade dos nossos axiomas deve ser provada pelas con- 
clusoes que deles possamos tirar. Os axiomas nao sao 
absolutamente as proposigoes das quais estejamos mals 
certos, nem constituem verdades fora de discussao. A 
sua importancia reside no fato de que somos obrigados 
a aceita-los se quizermos continuar a fazer dedugdes. 

Uma pequena anedota podera servir para ilustrar 
este ponto. Ha cerca de tres anos atras, a minha fami- 
lia teve a honra de hospedar Bertrand Russell em Oslo. 
Querendo divertir-me um pouco com ele, treinei meus 
filhos em um dos pontos mais importantes da doutrina 
logica de Russell, isto e, a definigao de implicagao. Essa 
definigao diz o seguinte: a proposigao "p implica q" sig- 
nifica: "Se nao tivermcs q nao teremos p". Dirigimos 
a conversa de maneira que viesse a baila a questao da 
generalidade dessa definigao. A resposta veio como um 
tiro disparado de uma espingarda: "Essa e a minha de- 
finigao de implicagao. Se nao a aceitarem, verao onde 
irao parar". 

O primeiro requisite para a construgao de um siste- 
ma abstrato e um intimo conhecimento dos fenomenos 
a serem descritos. A coleta dos fatos e a base de qual- 
quer ciencia. Comegamos com proposigoes de restrita 
generalidade, cuja origem emplrica e mais ou menos 
evidente. Isto e verdadeiro nao somente em relagao as 
ciencias naturais, mas tambem para a matematica, como 
demonstra o inicio do desenvolvimento da algebra no 
Egito. O corpo de conhecimentos cresce e gradualmente 
vamos apreendendo a conexao das proposigdes perten- 
centes ao mesmo grupo. Hoje o noso conhecimento con- 
siste em um certo numero de ciencias que dao uma ima- 
gem bastante exata dos fenomenos descritos, mas man- 
teem entre si conexoes relativamente frouxas. Temos 
nos esforgado no sentido de conseguir uma unificagao 
das ciencias e alcangamos alguns exitos notaveis. Ao 
ensinar uma ciencia, so excepcionalmente sao os seus 
principios apresentados logo de inicio, mas costuma-se 
antes introduzir uma hipotese apos outra, a medida que 
o exige o curso das demonstragoes. 

Nao insistirei sobre o valor pratico destes sistemas, 
o que, na epoca da bomba atomica, e evidente por si 
mesmo. Prefiro observar que os primeiros sistemas de- 
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veram-se a homens que nao estavani absolutamente in- 
teressados nas aplicagoes pr^ticas e mesmo hoje a gran- 
de maioria dos investigadores interes^a-se apenas pelo 
problema abstrato. O motivo psicoldgico que leva um 
homem ou uma mulher a empreender esse dificil tra- 
balho 6 provavelmente diferente para cada um. Talvez 
haja alguns tragos comuns nesses motivos, como por 
exemplo a atragao que qualquer problema abstrato ofe- 
rece quando 4 reconhecido como tal ou o desafio que 
reside na propria dificuldade. 

Sejam quads forem as razoes psicoldgicas, o fato 6 
que estamos constantemente alargando e unificando os 
sistemas existentes. Parece que o objetivo dos nossos 
esforgos § a elaboratjao de um sistema, construido sobre 
um numero limitado de axiomas e capaz de dar uma 
imagem completa de toda a experiencia. dificil ser 
otimista ao julgar as possibilidades de alcangar esse obje- 
tivo. Naturalmente temos, para nos animar, o exem- 
plo da geometria, mas a construgao de sistemas capazes 
de abranger um campo relativamente grande da expe- 
riencia e muito dificil. Somente na mecanica estes es- 
forgos teem obtido um exito relative, mas nao completo. 
Talvez ainda vejamos todo o campo da fisica coberto 
por um s6 sistema, mas entao restard o problema de en- 
contrar a conexao com as ciencias bioldgicas. Neste 
setor a sistematizacao tern feito poucos progresses, e 
parece-me que o trabalho de Hull £ a sua mais notavel 
conquista. Este e os seus companheiros de trabalho em- 
pregaram muito tempo no problema da formulagao dos 
principios da psicologia objetiva, mas o seu trabalho 
ainda nao esta terminado e o proprio Hull esta constan- 
temente procurando melhorar as suas proposigoes fun- 
damentais. 

Ainda que fosse possivel encontrar um sistema to- 
talmente inclusive, nao teriamos, ainda assim, uma ga- 
rantia de que fosse realmente exaustivo, no sentido de 
que todos os fenomenos naturais tivessem sua imagem 
em uma das suas proposigoes. A existencia de um sis- 
tema dessa especie nao exclue a possibilidade de que re- 
pentinamente se possa deparar com um fenomeno que 
nele nao se encaixe. 

Diante da impossibilldade de encontrar um sistema 
inclusivo, fazemos o mdximo que nos £ possivel dentro 
das condigoes existentes: construimos sistemas de cx- 
tensao llmitada e dispomo-los de tal mancira que uma 
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ampliagao do conhecimento por meio de novas experien- 
cias produza uma alteragao tao pequena quanto possi- 
vel. Resignamo-nos ao fato de que a perfeigao e inatin- 
givel e deixamos a cargo das investigagoes futuras deci- 
dir se e cu nao possivel encontrar uma conexao entre os 
diferentes sistemas de alcance limitado. Realizamos o 
nosso trabalho em campos limitados da melhor forma 
ao nosso alcance e recusamo-nos a nos deixar arrastar 
a generalizagoes prematuras. Os sistemas que construi- 
mos sao provisoriois, nao definitivos. 

Os nossos sistemas devem ser tao estaveis quanto 
possivel. Esta condigao e satisfeita por meio de propo- 
sigdes que concordam tanto quanto possivel com a expe- 
ciencia. Quando atribuimos a uma quantidade empirica 
o valor que, segundo as observagoes atuais, parece ser 
o melhor, obtemos proposigoes menos passiveis de alte- 
ragao por observagoes futuras que aquelas proposigoes 
baseadas em qualquer outro valor da quantidade em 
aprego. 

Dividimos o campo da experiencia em partes que sao 
descritas pelas diferentes ciencias. Assim obtemos pro- 
posigoes menos gerais, mas mais facilmente comprova- 
veis. Esta divisao nao implica em que nos resignamos 
a uma separagao permanente das ciencias. Pode-se 
observar melhor esse fato na historia da matematica. 
O desejo de que cada proposigao tenha uma demonstra- 
gao imperativa surge quando se dispoe de uma grande e 
bem "peneirada" quantidade de material. Euclides sem 
duvida dispunha de material dessa especie quando ten- 
tou organizar em sistema o conhecimento de geometria 
do seu tempo. 

Condigdes semelhantes podem ser encontradas na 
historia do calculo que comegou com um periodo de 
descobertas surpreendentes. Mais de cem anos se pas- 
saram antes que o interesse dos investigadores se vol- 
tasse para a formulagao exata das proposigoes e para as 
condigoes em que sao validas. Isso constituiu o pro- 
blema da chamada matematica critica. Os trabalhos 
classicos desta escola nao investigam os fundamentos 
da matematica em geral, mas limitam-se ao estudo das 
suposigdes e nogdes que constituem a base de uma teoria 
especial. Isso se faz, por exemplo, baseando a teoria de 
uma variavel real sobre a teoria dos numeros cardinaisr 

cu baseando a teoria das fungdes na doutrina das series 
infinitas. 
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Esses investigadores dividiram o campo da matema- 
tica em v&rias partes, cada uma das quais encontrou a 
sua representagao em uma teoria diferente. As propo- 
sigdes fundamentais sao claramente formuladas e a de- 
dugao dos teoremas satisfaz todas as exigencias razoa- 
veis. A questao de saber se um grupo de axiomas po- 
deria talvez ser suficiente para todos os sistemas nao e 
encarada por esses pensadores. Deixam essa questao a 
cargo da investigagao futura. Este e o problema cen- 
tral do ramo da 16gica chamado logistica, que primeiro 
foi estudado nos fins do sdculo passado. Os logisticos 
resolvem o problema de basear a matematica em sua 
totalidade na no^ao de numero e na doutrina das clas- 
ses. Mostram que os principios da logica sao suficientes 
para deduzir qualquer propcsigao da dlgebra, de ma- 
neira que todas as nogdes usadas na matematica pura 
podem ser definidas partindo de um numero muito li- 
mitado de nogoes fundamentais. O mesmo processo de 
unificagao pode ser observado em todas as ciencias. Em 
algumas o exito e notavel, em outras e pequeno; mas 
em caso algum se aproxima sequer do exito obtido na 
matemdtica. 

6) Representagao matematica das leis naturals — 
A classe de proposigoes que podem ser usadas para des- 
crever os fendmenos da natureza 6 infinita e identica 
a classe de todas as fungoes. A palavra fungao deve ser 
compreendida no seu sentido mais geral, no qual afirma 
a existencia de uma relagao de qualquer especie. Esta 
nogao 6 por demais abstrata para ser usada no trabalho 
real e e necessario restringi-ia de forma que se tome 
praticavel. Nenhum argumento pode ser apresentado 
contra a nogao de uma dependencia geral, mas a res- 
trigao a uma fdrma particular de dependencia implica 
suposigoes que 6 importante formular. Se todos os fend- 
menos da natureza podem ser representados desta ma- 
neira, segue-se que todos os fendmenos teem necessaria- 
mente todos os atributos que correspondem ks qualida- 
des comuns &s fungoes desse carater especial. Os meto- 
dos empregados na flsica matemAtica implicam na supo- 
sigao de que certos atributos sao comuns a todos os fe- 
ndmenos da natureza. Esta suposigao d introduzida ta- 
citamente e nenhuma razao d apresentada para justi- 
ficd-la. 
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O seguinte exemplo e tipico de muitos problemas da 
llsica. Suponhamos que Xi, X2, ... Xn sao atributos 
quantitativos de urn objeto e que sao representados pela 
formula: 

F(X1, X2, ... Xn) = 0 

A formula que exprime a lei de Mariotte e desse tipo. 
£ uma norma de coexistencia e permite calcular uma 
quantidade quando as outras sao dadas. A existencia 
de tais formulas sugere duas questoes; 1) For que de- 
vera um objeto ter certos atributos em consequencia de 
possuir outras qualidades dadas, e 2) For que devera a 
relagao existente entre os atributos ser tal que nos capa- 
cite a calcular a quantidade. As questoes sao tan to mais 
urgentes, uma vez que a fungao F, que da a lei natu- 
ral do fenomeno implicado, e determinada por um pe- 
queno numero de observagoes. O conhecimento da fun- 
gao F permite-nos fazer um numero infinito de afirma- 
goes, e supomos que um objeto deva possuir um numero 
infinito de atributos porque a nossa observagao tern 
mostrado que um certo numero finite — e talvez bem 
pequeno — de atributos Ihe pertence. 

O exito pratico dessas formulas esta fora de dis- 
cussao, e 0 contacto prolongado ja nos familiarizou com 
elas. Assim, aceitamo-las sem apreensoes. Ha um outro 
exemplo no qual essa familiaridade nao existe e onde 
nos sentimos menos propensos a negligenciar as difi- 
culdades do nosso raciocinio. Refiro-me ao problema 
que, ha muitcs anos atras, levou-me a esta ordem de 
ideias. 

Facamos com que um sujeito compare dois estimulos 
Ri e R2, dois pesos, por exemplo, entre os quais nao haja 
uma diferenga muito grande; fagamo-lo, depois, expri- 
mir essa experiencia por meio de julgamentos, que indi- 
quem se o segundo estimulo e maior, menor ou igual ao 
primeiro. Esses julgamentos sao acontecimentos ca- 
suals, pois nao sabemos que julgamento sera proferido 
em um experimento determinado e os julgamentos se 
sucedem sem ordem de especie alguma. Repetindo esses 
experimentos um numero suficiente de vezes, verifica- 
mos que estamos tratando com acontecimentos casuais 
de probabilidade constante, e os resultados sao seme- 
Ihantes aos obtidos quando se tiram bolas de uma urna 
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que contem bolas pretas, brancas e vermelhas em pro- 
IXMrgoes constantes. 

Essas probabilidades sao diferentes para pessoas di- 
ferentes e dependem evidentemente da constituigao p&i- 
cofisica do sujeito. Qualquer afirma^ao relativa a essas 
probabilidades sob condigoes dadas diz respeito a um 
atributo do sujeito. Podemos supor, razoavelmente, que 
essas probabilidades dependem das intensidades dos dois 
estimulos de comparagao e constituem a base da nogao 
das fungoes psicometricas, a qual exprime a relagao entre 
as probabilidades desses julgamentos e as intensidades 
dos estimulos comparados. A f6rma dessas fungoes e a 
mesma para todos os sujeitos, mas as constantes que 
conteem variam em sujeitos diferentes. Teoricamente, 
€ suficiente conhecer a probabilidade de tres pares de 
estimulos a serem comparados, mas geralmente 6 conve- 
niente tomar um numero um pouco maior para ellmi- 
nar os erros de observagao. 

A formula da fungao psicometrica e uma norma de 
coexistencia e nos capacita a fazer afirmagoes sobre um 
numero infinito de atributos do sujeito. Facilmente 
compreendemos que os atributos de um sujeito devem 
manter entre si um certo tipo de relagao, mas parece 
curioso que essa relagao seja tal que todos esses atri- 
butos possam ser deduzidos do conhecimento de alguns 
apenas. Na psicologia estambs habituados a considerar 
o sujeito como uma unidade, e quando pensamos em ter- 
mos das capacidades mentais primdrias de Thurstone, 
podemos delinear o perfil da personalidade indicando a 
quantidade em que cada capacidade se acha presente em 
um sujeito. Esta concepgao implica tambem a deter- 
minagao da constituigao mental do sujeito por meio de 
um numero limitado de dados. Quando aplicamos a no- 
gao de unidade, quer na fisica, quer na psicologia. chega- 
mos d conclusao de que os atributos nao sao distribuidos 
a esmo, mas que a sua conexao exibe regularidades pas- 
siveis de investigagao. No estudo desses atributos, pas- 
siveis de determinagao num^rica, temos que empregar 
a matemdtica e isto nos leva inevitavelmente a questao: 
qual o passe de mdgica que tornara possivel fazer um 
numero infinito de afirmagoes com base em um pequeno 
numero delas? 

Ao estudar os fenomenos da natureza, limitamo-nos 
d classe das fungoes analiticas. A possibilidade de que 
a descrigao correta do fenomeno exija o uso de fungoes 
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mais complicadas, nao e absolutamente tomada em con- 
sideragao. A consequencia e que essas qualidades co- 
muns a todas as fungoes analiticas devem ser encon- 
tradas em todas as nossas descrigoes de fenomenos na- 
turals, e teem, portanto, o valor de leis naturals. Qual- 
quer propriedade comum a todas as fungoes analiticas 
corresponde, como imagem, a algum atributo dos feno- 
menos objetivos e todos esses atributos devem ser en- 
contrados em todos os fenomenos estudados pelos me- 
todos matematicos. 

£ habito denominar "lei da causalidade" a totali- 
dade das nossas nogoes sobre a conexao dos fenomenos 
naturals. O conteudo logico desta nogao e dado pelas 
propriedades comuns a todas as fungoes usadas na des- 
crigao dos acontecimentos naturals. Se alargarmos ou 
restringirmos a classe de fungoes usada para esta fina- 
lidade, mudaremos as nossas ideias sobre a causalidade. 

Em relagao a algumas das propriedades das fungoes 
analiticas, podemos facilmente definir os atributos cor- 
respondentes dos acontecimentos objetivos. Em relagao 
a outras propriedades, a resposta e muito dificil. Alguns 
desses atributos concordam perfeitamente com as nossas 
ideias. O uso exclusive de fungoes analiticas implica em 
uma limitagao dos nossos pensamentos que nao deve ser 
aceita sem discussao. Parece intoleravel que um limite 
definido deva ser fixado para as nossas pesquisas pelos 
proprios metodos que usamos nas investigagoes. 

Procuremos formar provisoriamente o seguinte pon- 
to de vista. E fato que as fungdes analiticas sao as uni- 
cas que podemos manejar convenientemente. Surgem 
sempre complicagoes quando somos obrigados a mani- 
pular uma fungao a qual falta uma ou outra das pro- 
priedades das fungdes analiticas. Quando queremos re- 
solver um problema nao temos outro recurso senao ape- 
lar para as fungdes analiticas. O uso exclusive dessas 
fungdes e um artificio que dispensariamos se ja tivesse- 
mos aprendido a dominar as fungdes mais gerais. A 
limitagao e apenas provisoria; nao e definitiva e sera 
removida — inteira ou parcialmente — quando a nossa 
tecnica matematica avangar suficientemente. Vamos 
deixar bem claro este ponto: Cada uma dessas mudan- 
gas implica em uma alteragao dos nossos pontos de vista 
sobre a conexao dos fenomenos ou sobre o principio de 
causalidade, e a cada fase da tecnica de manipulagao 
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das formulas matem^ticas corresponde uma certa con- 
cepgao de causalldade. 

7) Determina^ao por meio de um numero finito 
de observa^oes — Somos obrigados a basear as descrigoes 
dos fendmenos naturals sobre um numero finito de 
observagoes. As fungdes que exigem para sua determi- 
nagao uma infinidade de dados de nada nos servem 
quanto pretendemos descrever fenomenos naturais, por- 
que podemos dispor apenas da experiencia finita. Pondo 
de parte certas excepgoes, podemos dizer que somente 
as fungoes analiticas podem ser determinadas por um 
grupo finito de dados. As fungdes mais gerais, que sao 
discontinuas e nao podem ser diferenciadas, exigem para 
sua determinagao uma infinidade de dados. Podemos 
definir uma infinidade de dados no nosso pensamento, 
mas nunca poderemos ter a experiencia real de um grupo 
infinito de dados. Nao podemos determinar pela obser- 
vagao a lei de um fenomeno quando ela e dada por uma 
fungao baseada em uma infinidade de dados. As fases 
de um processo desse genero sucedem-se de acordo com 
uma regra definida, mas essa regra nao pode ser encon- 
trada por nenhuma experiencia finita. Pode-se afirmar 
coisa semelhante em relagao coexistencia dos atribu- 
tos. Nao pode haver duvida quanto ao fato de que essa 
coexistencia obedece a certas regras, mas estas sao 
de tal carater que escapam ^ averiguagao por meio da 
experiencia finita. Aqueles dentre os srs. que forem ver- 
sados em psicologia da personalidade prontamente con- 
cordarao que ao tratar de alguns dos problemas desse 
ramo da psicologia tem-se a estranha sensagao de que 
jamais se poderd dispor de dados em numero suficiente 
para chegar a uma solugao realmente satisfatoria. 

Vamos ilustrar esse fato com um exemplo, no qual 
6 impossivel encontrar uma solugao com base na expe- 
riencia limitada, embora nao haja a menor duvida quan- 
to k existencia de uma lei. Consideremos a sequencia 
dos algarismos que determinam um numero irracional, 
como por exemplo o numero e, base dos logaritmos na- 
turais. Nao resta duvida quanto k existencia de uma 
lei, pois o algarismo que aparece em cada casa decimal 
e determinado pela definigao desse numero. Nao ha 
possibilidade, entretanto, de deduzir essa lei da observa- 
gao de qualquer parte finita da s^rie, por mais extensa 
que seja essa parte. Nao existe uma regra em virtude 
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da qual possamos concluir, do fato de que um certo 
algarismo aparece na kesima casa decimal, qual sera o 
ruimero encontrado na (k — n) ^sima casa decimal, quan- 
do k e n sao mimeros arbitrarios. A lei so pode ser obser- 
vada na totalidade dos mimeros, mas nao pode ser dedu- 
zida de qualquer parte finita dela. 

Quando um processo e dado por uma sucessao de 
fases, cuja lei nao pode ser encontrada por meio de um 
mimero finite de observagoes, os nossos metodos de in- 
vestigagao estao destinados ao fracasso. Podemos obser- 
var tantas das suas fases quantas quizermos, mas nun- 
ca poderemos predizer o seu curso futuro, nem fazer 
uma afirmagao quanto aos seus antecedentes. O psico- 
logo prontamente se lembrara de muitos fenomenos que 
parecem apresentar esse aspecto. Pensem nas agdes 
humanas empifcendidas com a finalidade de alcangar um 
determinado objetivo. Para quern nao tern conhecimento 
do objetivo colimado, as agdes tomadas separadamente 
parecerao feitas a esmo, mas o seu curso e perfeitamente 
logico e inteligivel quando se sabe quais sao as intengoes 
da pessoa. 

O caso e diferente quando a fungao em aprego pode 
ser determinada por um mimero finite de dados. De 
posse dos dados necessaries, elaboramos uma formula e 
entao o curso dos acontecimentos estara determinado nao 
somente dentro do intervalo sobre o qual incidiram as 
nossas observagoes, mas tambem alem dos limites desse 
intervalo, no futuro indefinido e no passado ilimitado. 
Existe um determinismo absolute em relagao a todos os 
fenomenos descritos pelas fungoes analiticas. A doutri- 
na do determinismo, com as suas implicagoes relativas 
ao livre arbitrio, e uma consequencia inevitavel do ponto 
de vista de que todos os fenomenos da natureza podem 
ser descritos por fungoes analiticas e a ciencia fisica 
esta presa a esse ponto de vista em razao do metodo 
matematico que emprega. Devemos insistir, todavia, que 
esse ponto de vista nao encontra apoio em razoes logicas 
de especie nenhuma e que nos nos limitamos ao uso dos 
metodos da fisica matematica porque a tecnica mate- 
matica de que dispomos nao nos permite fazer de outra 
forma. 

Gostaria de falar, neste ponto, de um grupo de ideias 
conhecidas pelo nome de "Ideal mecanico de Laplace". 
Este comega por mostrar que alguns acontecimentos sao 
causalmente necessarios e argumenta que o curso do 
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mundo consiste exclusivamente de fenomenos causal- 
mente necessarios, com exclusao de quaisquer outros. 
Todo e qualquer acontecimento poderia ser calculado se 
todas as leis, bem como o estado do mundo em um dado 
momento, fossem conhecidos. Essas informagoes leva- 
riam a uma "formula do mundo", pela qual todos os 
acontecimentos poderiam ser calculados mediante a in- 
trodugao das detenuinagoes espaciais e temporals cor- 
retas. 

Laplace assume al a posigao de um fildsofo racio- 
nalista e nao de um cientista. A suposigao de que todas 
as leis da natureza sao conhecidas, relaciona-se com uma 
das suas teorias favoritas, isto 6, de que existe somente 
um pequeno numero de leis naturais. Nao o contradi- 
remos. A suposigao de que o estado do mundo em um 
certo momento do tempo possa ser dado, exige uma afir- 
magao relativa a todos os elementos de uma variedade 
continua e tridimensional. Tal afirmagao necessaria- 
mente deve ser dada sob a fdrma de uma fungao mate- 
m&tica, pois essa 6 a unica maneira de descrever uma 
variedade continua. O que implica em que o estado do 
mundo, a qualquer momento, deve apresentar uma regu- 
laridade passivel de ser determinada por um numero fi- 
nite de observagoes. Isto estd em evidente contradigao 
com a nossa experiencia e nao se pode dizer que a ideia 
de um ideal mec&nico se tome mais atraente ao perce- 
bermos essa consequencia. 

A ideia bdsica desta concepgao pertence k filosofia 
racionalista. Alguns fildsofos nutriram a esperanga de 
satisfazer-se com uma quantidade menor ainda de expe- 
riencia. Descartes deduziu todo o seu sistema das regras 
da logica e da sua propria existencia, unico fato empi- 
rico que se encontra na base da sua filosofia. Schope- 
nhauer foi um pouco, mas nao muito adiante, afirmando 
que o mundo todo poderia ser explicado se um fato da 
experiencia fosse completamente compreendido. Isso de- 
pende do que se entender pela palavra "completamente", 
pois poderiamos interpreta-la de maneira a incluir todas 
as leis e dados exigidos por Laplace. 

8) O caso das fungdes analiticas — Consideremos 
o papel desempenhado pelas fungdes analiticas na me- 
c&nlca que estuda o movimento dos corpos materiais. 
Essas fungoes possuem algumas propriedades que corres- 
pondem muito de perto aos atributos que estamos habi- 



— 86 — 

tuados a considerar como essenciais para a descrigao de 
movimentos dessa esp^cie. 

Em primeiro lugar, temos a continuidade. Dificil- 
mente consentiriamos em abandonar esse atributo ao 
descrever os movimentos dos corpos materials. As con- 
sequencias que adviriam do ato de considerar tais movi- 
mentos como discontinues nao concordam com os nos- 
sos pontos de vista relatives ao curso da natureza. Com 
efeito, uma discontinuidade das coordenadas espaciais 
significa que o corpo subitamente desaparece em um 
lugar e reaparece em algum outro ponto. A suposigao 
de uma discontinuidade no tempo leva a resultados igual- 
mente inaceitaveis. Tal discontinuidade significa que o 
movimento do corpo muda subitamente e sem influencia 
exterior. Nao acreditamos que a natureza execute tais 
truques de prestidigita^ao, e isto e um forte argumento a 
favor da suposigao de que os movimentos dos corpos na- 
turals sao continues. Da mesma maneira, nao nos sen- 
tiremos propensos a aceitar a discontinuidade na des- 
crigao dos fenomenos biologicos. Tomemos como exem- 
plo a descrigao do crescimento de um organismo. Parece 
natural supor que um organismo em crescimento passe 
atraves de todas as fases existentes entre dois estagios 
determinados do seu desenvolvimento. 

Nos nos recusaremos a empregar na descrigao de 
movimentos materiais fungoes que possuem maximos e 
minimos em cada intervalo, pois isto implicaria que o 
corpo muda de diregao uma infinidade de vezes em cada 
intervalo. O que parece ser razao suficiente para por 
de lado essas fungoes. 

A suposigao de que cada fungao usada na mecanica 
deveria possuir uma derivada e mais dificil de justifi- 
car, Abandonar a suposigao de que a primeira e a se- 
gunda derivada existem significa que o corpo se move 
sem possuir uma velocidade ou aceleragao que se Ihe 
possa atribuir. Diante deste fato, pode-se assumir o 
ponto de vista agnostico e argumentar que essas veloci- 
dades e aceleragoes existem e sao inteiramente determi- 
nadas pelas condigoes respectivas, mas nao podem ser 
determinadas pelos nossos metodos de investigagao. Os 
nossos metodos nao sao adequados a determinagao dessas 
quantidades. Consideragoes semelhantes podem ser fei- 
tas em relagao a nao-existencia das derivadas mais altas. 

£ dificil dizer se a propriedade da fungao que con- 
siste em admitir a expansao em uma serie, tern ou nao 
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certa slgnificagao fisica. Alguns investigadores insistem 
em que cada termo da s6rie corresponde a um certo gru- 
po de condigoes e que o fenomeno 6 produzido pela adigao 
de todos esses fatores. Jd se tentou aplicar esse ponto 
de vista k andlise de experimentos reais, mas o resultado 
mostrou-se longe de ser satisfatorio. 

£ ainda mais dlficil responder ^ questao; por que 
nao sao admissiveis as transformagdes que alteram o ca- 
rater analltico de uma fungao. Essas transformagdes sao 
de caracteres variados e 6 pouco provavel que admitam 
uma unica interpretagao. Talvez nao exista outro argu- 
mento senao que as fungdes nao anallticas nao devem 
ser empregadas na descrigao dos fendmenos fisicos. Aqui 
vemos, entretanto, como e arbitrdria essa limitagao, por- 
que existem transformagdes que, quando se trata de va- 
lores raclonais de um certo parametro, deixam inalterado 
o carater analitico da fungao, mas destroem-no quando 
se trata de valores irracionais do parametro. 

Os metodos da fisica tedrica levam necessariamente 
as fungdes analiticas, ou a fungdes que possuem a maio- 
ria das propriedades daquelas. Comegamos por conside- 
ragdes relativas aos acontecimentos que se verificam em 
partes infintesimais do tempo e do espago, e chegamos 
as equagdes diferenciais cuja solugao dd as fungdes que, 
como leis da natureza, teem que resistir k prova da expe- 
riencia. Essa origem torna evidente que as fungdes en- 
contradas por essa maneira devem ser continuas e pos- 
suir uma derivada. Somente em pontos, cuja classe e 
numeravel, podem faltar essas propriedades. Este ra- 
ciocinio baseia-se no ponto de vista de que os fendmenos 
da natureza sao melhor compreendidos por meio das 
equagdes diferenciais que os definem, do que por qual- 
quer niimero de observagdes dos valores das fungdes 
impllcadas. O ponto de vista de que os fendmenos da 
natureza sao melhor compreendidos por meio de consi- 
deragdes relativas aos acontecimentos verificados em 
partes infinitesimais do tempo e do espago chama-se; 
"revolugao de Riemann". 

Os nossos pontos de vista sobre o curso da natureza 
encontraram uma expressao perfeita nos mdtodos da fi- 
sica. O dxito desses mdtodos d indiscutivel e sao apro- 
vados praticamente por todos os pensadores. Isto nao 
nos deve impedir de dizer que atd hoje nao foram clara- 
mente formuladas as suposigdes que estes mdtodos im- 
pllcam. O conteudo Idgico dessas suposigdes d dado 
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pela totalidade das propriedades comuns a todas as fun- 
Qdes usadas para descrever os acontecimentos fisicos. A 
interpretagao fisica destas propriedades da as leis gerais 
dos fenomenos fisicos. Este e o verdadeiro conteudo do 
chamado principio de causalidade. A significagao logica 
dessas proposigoes, em campos inaccessiveis aos metodos 
matematicos, teria que ser investigada de maneira seme- 
ihante, isto e, analisando os metodos empregados no es- 
tudo desses fenomenos. 

A enumeragao e a interpretagao das propriedades 
das fungoes usadas na ciencia darao um complicado sis- 
tema de proposigoes e podemos considerar como certo 
que nao sera possivel deduzi-las tcdas de um unico 
axioma. E uma empreza va partir de uma proposigao 
como "Nao ha efeito sem causa" ou — mais eruditamen- 
te — "Nada existe sem uma razao para que exista, de 
preferencia a nao existir", ou qualquer outra das imi- 
meras definigoes deste principio, afim de deduzir as leis 
relativas ao curso da natureza. A historia mostra que 
todos os esforgos desse genero estao fadados ao fracasso. 
A conexao existente entre fenomenos da natureza e as 
ideias que formamos a respeito deles sao por demais com- 
plicadas para serem explicadas de maneira tao primi- 
tiva. Nao podemos deixar de levantar a questao de 
saber quais as mudangas que se verificariam no nosso 
conhecimento da natureza se abandonassemos, na des- 
crigao dos fenomenos naturais, uma ou outra das pro- 
priedades das fungoes analiticas. Acaso nos impediria 
de obter qualquer conhecimento a respeito dos aconte- 
cimentos objetivos? Isto e um problema puramente 16- 
gico, mas e conveniente nao ser muito precipitado na pu- 
blicagao dos resultados. Quando recordamos a maneira 
desarrazoada pela qual fcram recebidas as primeiras pu- 
blicagoes relativas a geometria nao-euclideana, dificil- 
mente nos sentimos tentados a fazer experiencia seme- 
Ihante em um campo no qual todos se julgam com direito 
de ter opiniao formada. Mostraremos que abandonar 
uma das propriedades das fungoes analiticas nao destroe 
imediatamente todo o conhecimento sobre a regularida- 
de dos acontecimentos. 

Sem entrar nas minucias do teorema, podemos dizer 
que qualquer fungao continua pode ser integrada. Diga- 
mos que y = f(x) e suponhamos que a fungao inversa 
em que yea variavel independente e x a dependente, 
possue uma integral. Nestas condigdes, podemos fazer 
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uma afirmagao relativa ks probabilidades de y. Tal afir- 
ma^ao requer simplesmente a continuidade da fungao 
inversa e todas as outras propriedades das funqdes ana- 
liticas nao teem importancia alguma para este proble- 
ma. verdade que uma afirmagao sobre probabilidade 
nao possue para nos o mesmo valor que o conhecimento 
da fungao que indica a lei do fenomeno, mas capacita- 
nos a fazer certas afirmagoes sobre os acontecimentos. 
As suposigoes implicadas na nogao de probabilidade sao 
muito gerais e esta e a razao pela qual o calculo de pro- 
babilidade 6 usado praticamente em todos os campos da 
ciencia. 



CAPITULO IV 

A TEORIA DA PROBABILIDADE 

1) A probabilidade como um estado mental — A 
palavra "provavel", no sen sentido fundamental, refere- 
se a uma experiencia mental que e subjetiva e que nao 
pode ser diretamente compartilhada por ninguem mais. 
Podemos descreve-la dizendo que e um estado de incer- 
teza maior ou menor, mas isto nao e mais que uma subs- 
tituigao de palavras e nao esclarece quern jamais teve 
essa experiencia. A incerteza que experimentamos em 
uma dada situagao e tao subjetiva quanto a sensagao da 
cor azul. Podemos fazer com que alguem entenda o sen- 
tido da palavra "probabilidade" indicando as situagoes 
em que temos essa experiencia. A pessoa podera colo- 
car-se em uma dessas situagoes e tera, per sua vez, a 
experiencia, sem, entretanto, ser capaz de comunica-la a 
ninguem mais. £ nesse sentido que a probabilidade e 
subjetiva. 

As situagoes nas quais temos a experiencia da pro- 
babilidade teem em comum um aspecto: colocam-nos 
frente a frente com o possivel. Esta palavra deve ser 
tomnda no seu sentido estritamente logico e definida 
previamente: A propesigao a e possivel com referenda a 
um dado grupo h de informagoes, quando nem a nem 
nao-a podem ser deduzidos de h por processo puramente 
logico. As palavras certo, impossivel, possivel, bem 
como as palavras incerto, impossivel, improvavel expri- 
mem a relagao em que certas proposigoes se encontram 
para com um dado grupo de informagoes. 

O ato de julgar a relagao existente entre a e h estA, 
em todos os casos individuais, sujeito as leis psicolo- 
gicas, tal como qualquer outro processo mental. E. B. 
Titchener e E. G. Boring sugeriram metodos para o es- 
tudo desses processes. Mas no sentido que importa para 
a logica, a probabilidade nao e subjetiva ou sujeita ao 
capricho humano. Um acontecimento nao e provavel 
porque nos assim pensamos. Quando os fatos sao dados, 
o que e provavel ou improvavel nessas circunstancias e 
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fixado objetivamente e independe da nossa opiniao. A 
teoria da probabilldade estA interessada no grau de con- 
vicgao que 6 racional nutrir em certas condlgdes, mas nao 
meramente com a convicgao real de individuos parti- 
culares. Esta distingao § identica k que se faz entre as 
regras da Idgica abstrata e os processes mentals impli- 
cados no pensamento, que nem sempre seguera o modelo 
16glco. 

A nossa incerteza em rela^ao k verdade de uma 
proposiQao ou a nossa confianga na sua veracidade tern 
uma graduagao. Se a informagao h k dada e justifica 
uma crenga racional de grau P, nas proposigoes a, dize- 
mos que existe uma relagao de probabilldade de grau 
P entre a e h e escrevemos: 

a/h = P 

Esse simbolo, que devemos a Keynes, nao 6 uma f6r- 
mula algebrica que implica na igualdade de duas quan- 
tldades. Os estados de confianga sao de diferentes graus 
e podem ser dispostos em uma ordem tal que cada esta- 
do indique um grau mais alto que o precedente. 

2) Probabilidades numericas e nao numericas — 
As probabilidades em geral sao definidas como estados 
mentals, e como tal, nao sao mensuraveis. Podemos 
arruma-las pela ordem de grau, mas isto nao implica 
que sejam quantidades ou sejam mensuraveis. Os psl- 
cologos estao bastante familiarizados com esta questao, 
pois a lei de Weber, que depende da medida das sensa- 
goes, foi o priraeiro grande problema da psicologia expe- 
rimental. Os srs, poderao encontrar uma excelente 
apresentagao da historia desse problema na Historia da 
Psicologia Experimental de Boring e nao k minha inten- 
gao entrar nos detalhes dessa controversia, Presente- 
mente o nosso interesse est& centralizado nos pontos de 
vista relatives k medida da probabilidade. 

VArios autores proeminentes acreditam que a com- 
paragao num6rica entre quaisquer probabilidades dadas 
k sempre possiveL W. R Donkin nao duvida de que qual- 
quer estado definldo de crenga relativa k verdade de uma 
proposigao pode ser representado por um niimero, em- 
bora seja dificll, em muitos casos, encontra-lo. De Mor- 
gan manteve o mesmo ponto de vista e argumentava que 
onde quer que existam dlferengas de grau, a compara- 
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qao numerica e possivel. As probabilidades podem ser 
ordenadas segundo a sua magnitude e dal conclue que 
sao mensuraveis. 

Este raciocinio atraiu os matematicos, interessados 
primordial e quasi exclusivamente, nas probabilidades 
numericas. A definigao classica de que a probabilidade 
e a proporgao entre o numero de casos favoraveis e o 
numero total de casos, implica que qualquer probabi- 
lidade pode ser expressa numericamente — que e, de 
fato, um numero. A propria definigao assegura o cara- 
ter numerico de todas as probabilidades. 

Um argumento a favor deste ponto de vista parece 
poder ser encontrado no fato de que se pode fazer um 
seguro contra praticamente todas as especies de riscos. 
As firmas seguradoras estao prontas para fixar um pre- 
mio para qualquer risco concebivel e prontas para apoiar 
com dinheiro a sua opiniao. Tomemos como exemplo a 
eleigao para presidente dos Estados Unidos em 1912. 
Quern acreditasse na vitoria de Woodrow Wilson paga- 
ria 60 dolares ao segurador e ap6s a eleigao ganharia 
100 dolares se tivesse adivinhado corretamente. Os cor- 
retores que entendem do seu negocio ganham muito di- 
nheiro por essa forma, mas isso nao prova o carater 
numerico das probabilidades implicadas. O truque con- 
siste em aceitar apostas em todos os candidates e fixar 
o premio de maneira a ganhar sempre, seja qual for o 
resultado. 

Nao existe um metodo pelo qual um valor numerico 
possa ser atribuido a qualquer probabilidade. A avalia- 
gao numerica das probabilidades e impossivel em muitos 
casos. Nao que o metodo de calculo seja por demais tra- 
balhoso ou dificil: o caso e que nenhum metodo foi pro- 
posto. Nao temos tambem razao para crer na existencia 
de uma unidade comum por meio da qual a magnitude 
de todas as probabilidades possa ser expressa. Um grau 
de probabilidade nao e composto de um material homo- 
geneo e nao e divisivel em partes identicas entre si. 

O raciocinio que apresentamos nos dois ultimos pa- 
ragrafos deve-se a Keynes. Exatamente o mesmo argu- 
mento se aplica ao raciocinio pelo qual Fechner chega 
a sua lei, formulando e resolvendo uma equagao diferen- 
cial. Uma sensagao, bem como uma probabilidade, e 
um estado mental e nao e a soma de partes iguais. O 
argumento de De Morgan foi apresentado e refutado na 
psicofisica. E fato que certos estados mentais, como por 
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exemplo sensagoes e probabilidades, podem ser dispostos 
em uma ordem que poderia ser adequadamente chamada 
ordem de magnitude ou intensidade, mas isso nao prova 
que sejam quantidades ou que as suas diferemjas pos- 
sam ser medidas numericamente. 

Certeza, impossibilidade e probabilidade constituem 
uma serie ordenada em que a probabilidade se situa 
entre a certeza e a impossibilidade. Da mesma forma, 
pode existir uma segunda probabilidade que se situa 
entre a primeira e a certeza. Neste caso dizemos que a 
segunda probabilidade 6 maior que a primeira. Tal com- 
paragao nem sempre e possivel, pois exige que as duas 
probabilidades e a certeza pertengam k mesma serie or- 
denada. Existem varias slries ordenadas de probabili- 
dades, ligando a certeza e a impossibilidade, e as proba- 
bilidades que pertencem a series diferentes nao sao com- 
paraveis. 

3) As regras da inferencia necessaria e da inferen- 
cia provavel — Keynes propos-se demonstrar que partin- 
do da concepgao de probabilidade acima esbogada, po- 
demos, por meio de metodos rigorosos, deduzir de um 
pequeno niimero de definigdes simples e precisas os teo- 
remas geralmente aceitos sobre a probabilidade. A sua 
teoria se refere a todas as espdcies de probabilidade, tan- 
to numdricas como nao numdricas. Apresenta as suas 
dedugoes na forma de 16gica simbolica e para o leitor 
nao familiarizado com esse estilo, as suas paginas po- 
dem parecer rebarbativas. Essa impressao e erronea. O 
seu raciocinio 6 muito claro e vale a pena dar-se ao tra- 
balho de estuda-lo. Aqueles dos srs. que por falta de 
tempo ou por outras razoes, nao possam faze-lo, deverao 
aceitar como verdadeiro que as dedugoes de Keynes nao 
conteem uma falha. 

Keynes postula 16 axiomas para deduzir a teoria 
geral da probabilidade e tres outros para especificar o 
grupo das probabilidades num^ricas. Citarei aqui os 
sete primeiros axiomas afim de ilustrar o ponto impor- 
tante de que as regras da inferencia provavel incluem 
as regras da inferencia necessaria. Por outras palavras, 
que a teoria da probabilidade indue as regras da 16gica. 
Todos os axiomas sao definigoes. 

I. Se existe uma relagao de probabilidade P entre 
a proposigao a e a premissa h: 

a/h = P 
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n. Se P e a relagao de certeza; 
P = 1 

III. Se P e a relagao de impossibilidade: 
P = 0 

IV. Se P e uma relagao de probabilidade, mas nao 
a relagao de certeza: 

P < 1 

V. Se P e uma relagao de probabilidade, mas nao 
a relagao de impossibilidade; 

P > 0 

VI. Se a/h = 0, a conjungao ah e incoerente. 

VII. A classe de proposigoes a, tal que a/h = 1, e 
o grupo especificado por h, ou (para abreviar) 
o grupo h. 

Ao ler os axiomas II e III 6 preciso lembrar que os 
simbolos 0 e 1 sao designagdes abreviadas dos estados 
mentals chamados impossibilidade e certeza. Nao teem 
significagao quantitativa e sao indicagoes tao arbitr£rias 
quanto, dor exemplo, a palavra "vermelho" para a sen- 
sagao correspondente. Incidentemente posso observar 
que estes simbolos foram introduzidos primeiramente por 
Leibniz. 

Keynes deduz dos seus 16 axiomas fundamental 23 
teoremas de inferencia necessaria e 26 de inferencia pro- 
vavel — ao todo 49 teoremas fundamentals. O racioci- 
nio e apresentado sob a forma prescrita por Bertrand 
Russell e em cada estagio sao mencionados os axiomas 
ou teoremas sobre os quais se baseia. £ meramente 
uma expressao de preferencia pessoal observarmos que 
as condigdes sob as quais a adigao e a multiplicagao sao 
comutativas e associativas poderiam ter sido mais ex- 
tensamente tratadas. Nao resta duvida de que Keynes 
mostrou que existe um sistema de proposigoes abstratas 
que compreende a Idgica da inferencia provavel e neces- 
saria. A definigao do "grupo h" dada no axioma VII d 
identica ao que chamamos sistema de pensamento, nas 
aulas anteriores. 

Estando estabelecida a teoria geral da probabilida- 
de, o passo seguinte consiste em demonstrar sob que 
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condigfies se podem atribuir valores num6ricos as pro- 
babilldades. Quais os outros axiomas necessdrios para 
deduzir o cdlculo de probabilidade da teoria geral? Esta 
questao 6 respondida pela introduQao dos axiomas XVII, 
XVIII e XIX. As duas ultimas proposigoes sao de ca- 
rater formal e referem-se & manipulagao dos slmbolos, 
de maneira que nao precisamos discuti-las. O axioma 
XVII introduz uma nova nogao, o chamado principio da 
indiferenga, cuja discussao empreenderemos mais tarde, 
apos ter demonstrado a dedugao da nogao de probabili- 
dade matematica da teoria de classes. 

4) A experiencia da igualdade — Existem objetos 
entre os quais nao percebemos diferengas e que chama- 
mos iguais. £ fato tambGm que existem objetos entre 
os quais nao percebemos diferenga em relagao a um cer- 
to atributo e que chamamos iguais com referencia a esse 
atributo. A experiencia da igualdade § um fato de cons- 
ciencia tao imediato quanto a percepgao de uma dife- 
renga. 

A nogao de igualdade tal como a usamos na ciencia 
e na matematica e abstrata, mas tern como base o fato 
fisioldglco de que o organism© reage da mesma fdrma a 
estimulos diferentes, se a diferenga 6 pequena. Um cao 
condicionado por Pavlov a um som de 1.000 vibragoes, 
reagia da mesma fdrma a sons de altura levemente di- 
ferente. A secregao de saliva por esse cao € equivalente 
a mn julgamento de igualdade proferido por um obser- 
vador em um experimento psicofisico de comparagao de 
dois estimulos. O valor bioldgico da sensagao como au- 
xiliar para a preservagao do indivlduo seria muito pe- 
queno se nao existisse a percepgao da igualdade. 

Nao tomaremos em consideragao o argument©, apre- 
sentado por Leibniz, de que nao existem dois objetos real- 
mente iguais. Consideramos como um fato que perce- 
bemos o atributo A em objetos diferentes. Em relagao 
a este atributo A esses objetos sao iguais. 

5) Nogoes e classes. — A definigao de uma nogao d& 
o grupo de atributos comuns a virios objetos. Um gru- 
po de objetos que possuem todos eles o atributo A 6 cha- 
mado uma classe, especie ou conjunto e os objetos que 
o constituem sao chamados elementos da classe. Acon- 
tece que uma classe nao contem elemento absolutamen- 
te algum, e nesse caso 6 chamada vazia. 
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Sao de particular importancia as classes em que po- 
demos afirmar, em relagao a qualquer objeto, se e ou 
nao um elemento da classe. Essas classes sao chamadas 
bem definidas. Quando falamos de uma classe sem mais 
ressalvas, sempre nos estamos referindo a classes bem 
definidas. 

O grupo de atributos comuns a todos os elementos 
de uma classe e chamado nocao e a proposigao que indi- 
ca a palavra pela qual designamos esse grupo de atri- 
butos chama-se definicao desse termo. Toda definigao 
e a explicagao de uma palavra. 

Os atributos necessaries e suficientes para decidir 
se um objeto pertence ou nao a classe sao chamados 
atributos constitutivos ou primarios da nogao. Designe- 
mos por A os atributos primarios de um objeto que per- 
tence a classe M. Suponhamos que podemos deduzir de 
A, por dedugao logica, que o grupo de atributos B deve 
estar presente. 

Se uma classe contem so um elemento, algumas ve- 
zes falamos de uma nogao individual. Os nomes das pes- 
soas sao um exemplo obvio. Nao e necessario enumerar 
todos os atributos do objeto, o que e, de qualquer forma, 
impossivel, mas e suficiente formular os atributos por 
meio dos quais reconhecemos que este objeto, e nao ou- 
tro, pertence a classe. 

Um objeto pertence a uma classe somente quando 
possue os atributos enumerados na definigao e, portanto, 
todos os elementos da classe necessariamente possuem 
esses atributos. Todo objeto posue uma infinidade de 
atributos, que determinam a sua individualidade, mas 
somente alguns deles sao escolhidos quando o conside- 
ramos como elemento de uma classe determinada. For- 
mar classes e um processo intelectual e o processo de 
selecionar certos atributos e negligenciar todos os outros 
chama-se "abstragao". O processo de abstragao pode ser 
aplicado novamente as nogoes resultantes, e dessa for- 
ma chegamos a nogoes de generalidade crescente. 

A abstragao e um processo intelectual que nao al- 
ter a os objetos. Pode ser importante para mim e para 
as minhas agoes futuras dividir as plantas em fanero- 
gamos e criptogamos, mas isso nada altera nas plantas. 

Seja M definido pelo grupo de atributos A. Defini- 
mos pelo atributo B a parte de T que contem os elemen- 
tos nos quais B tambem esta presente e que sao designa- 
dos por AB. Tres casos sao possiveis; T pode compreen- 
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der todos os elementos de M; T pode ser vazio e T pode 
compreender somente alguns dos elementos de M. Ape- 
nas no ultimo caso podemos dizer que T 6 uma parte 
real de M. Os atrlbutos A e B sao independentes neste 
caso. No primeiro caso os atrlbutos A e B sao necessa- 
riamente ligados e no segundo sao mutuamente exclusi- 
vos. Nestes dois casos existe a relagao de dependencia 
entre A e B, ou entre A e nao-B. No terceiro caso existe 
a relagao de independencia logica. 

Os elementos de M sao determinados em relagao a 
A, pois nenhum objeto pcde ser elemento da classe sem 
possuir estes atrlbutos. Possuem necessariamente o atri- 
buto A. Em relagao a B os elementos de M nao sao de- 
terminados, pois nao e possivel concluir de A quanto a 
presenga ou ausencia de B. 

Um representante empmco da nogao A e determina- 
do em relagao a estes atrlbutos, mas indeterminado em 
relagao a todos os seus outros atrlbutos, dos quais existe 
uma infinidade. Em um elemento de M a presenga dos 
atrlbutos A § necessdria, mas esta necessidade existe so- 
mente para o nosso pensamento. Empiricamente os ob- 
jetos dados sao tais como sao e a presenga de todos os 
seus atrlbutos e um fato de experiencia que tern de ser 
aceito como tal. Dizemos frequentemente que tais e 
tais atributos de um objeto poderiam ser explicados se 
possuissemos informagoes mais completas. Queremos 
dizer com isso que esse atributo pode se tomar objeto 
de um processo de abstragao, que, se obtiver exito, nos 
permitird tirar uma conclusao quanto k necessidade da 
pressnga ou ausencia desse atributo. Isto e, uma vez 
mais, uma necessidade puramente logica. 

Sejam M e M' duas classes quaisquer. Dizemos que 
M' corresponde a M quando a cada elemento de M corres- 
ponde um, e exclusivamente um, elemento de M'. Esta 
relagao 6 mutua, quando a cada elemento de M' corres- 
ponde um, e exclusivamente um, elemento de M. 

Dizemos que duas classes sao de igual forga ("po- 
wer") quando existe esta relagao mutua de um para 

um. A forga de M £ designada por M. A forga de qual- 
quer classe finita £ dada pelo mimero dos seus elementos. 

6) Probabilidade matematica. — Consideremos a 
classe M definida pelos atributos A, e a sua sub-classe T, 
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definida pela coexistencia dos atributos A e H. Supomos 
que ambas as classes sao finitas. Chamamos a fragao; 

T 

P—  

M 

a probabilidade de que um elemento de M pertenga a 
T. As forcas das classes finitas T e M sao numeros na- 
turais. A probabilidade matematica e a proporgao entre 
dois numeros, e, como tal, e um mimero. O seu valor 
varia entre zero e a unidade. Lembrando as definigoes 
dessas classes, podemos dizer tambem que pea proba- 
bilidade de ser encontrado o atributo B quando o atri- 
buto A estiver presente. Os valores de tal probabilidade 
se situam entre 0 e 1, incluindo esses limites. Uma pro- 
babilidade matematica exige que seja dada a classe de 
referencia M. Esta referencia pode ser omitida somente 
nos casos em que nao possa haver duvida quanto a clas- 
se de referencia. Assim acontece quando acabamos de 
falar de M ou quando o atributo so pode ser encontrado 
nos elementos de M, como se vera nos exemplos que se 
seguem. 

O atributo "ser um numero primo" evidentemente 
so pcde pertencer a numeros naturais, e quando falaraos 
da probabilidade de um numero primo estamo-nos refe- 
rindo a probabilidade de que um numero natural seja 
primo. 

Da mesma maneira, nao tern sentido falar da pro- 
babilidade da colisao de duas moleculas a menos que 
fagamos referencia a um agregado de moleculas tal como 
aqueles aos quais se refere a teoria cinetica dos gases. 

Quando o atributo B pode ser encontrado nao so nos 
elementos de M, mas tambem nos das classes Mx, M2, ... ^ 
6 preciso declarar qual a classe de que estamos falan- 
do, e a qual se supoe que se aplique a probabilidade. 

A probabilidade p se refere a presenga do atributo 
em um objeto do qual sabemos apenas que e um ele- 
mento de M. Escolher um objeto so com referencia a de- 
terminados atributcs chama-se: escolha ao acaso. Hi o 
representante empirico do acaso logico. O calculo de 
probabilidade e 0 sistema de proposigoes deduzidas por 
meio de processes logicos da nogao de probabilidade ma- 
tematica. A verdade logica dessas propesigoes consiste 
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no fato de concordarem com os axiomas de que sao de- 
duzidas. A verdade 16^ica dessas proposigoes nao § afe- 
tada pelo fato de encontrarmos ou nao na experiencia 
objetos que sejam corretamente descritos por elas. O 
problema gira sempre em torno da questao de saber se o 
processo pelo qual os objetos sao selecionados 6 ou nao 
a realizagao de uma escolha ao acaso. A observagao di- 
reta deste processo 6 muito dificil e na maioria dos casos 
temos que nos satisfazer com a afirmagao de que os re- 
sultados observados concordam em grau elevado com a 
suposigao de que a selegao constitui realmente uma es- 
colha ao acaso. 

7) A probabilidade nao matematica. — Quando 
queremos atribuir um valor numerico a uma probabili- 
dade, as informagoes de que dispomos nos devem ha- 
bilitar a determinar a proporgao das forgas respecti- 
vas das classes T e M. Quando nao dispomos de tais in- 
formagoes, a probabilidade p nao pode ser determina- 
da. Quando as nossas informagoes sao erroneas ou quan- 
do cometemos um erro no compute desta proporgao, a 
nossa determinagao de p e errada. 

Nenhuma probabilidade matemdtica pode ser com- 
putada quando os objetos em questao nao se prestam 
a um processo da abstragao. O seguinte exemplo servi- 
rd para esclarecer esse ponto. Os egiptdlogos encontra- 
ram um papiro cheio de exercicios aritmlticos, conhe- 
cido pelo nome de livro de Ahmes. Tern sido muito de- 
batida a questao de saber se esse livro apresenta o co- 
nhecimento aritmetico dos egipcios na epoca, ou se 6 
apenas um caderno de exercicios de um estudante muito 
desleixado no tomar suas notas. Tern algum sentido for- 
mular a probabilidade num^rica de que um desses pon- 
tos de vista seja correto e o outro errado? 

Os fatos de que dispomos sao inconcludentes e nao 
podemos provar nenhum dos dois pontos de vista, embora 
nos inclinemos a favorecer um deles. Um valor nume- 
rico nao pode ser atribuido a esta probabilidade porque 
estamos tratando de um fato individual que nao foi sub- 
metido a um proceso de abstragao. Falta-lhe a classe 
de referenda M e assim nao ha base para a determina- 
gao de um probabilidade numerica. 

Este exemplo 6 tipico de muitos problemas slmila- 
res. A nossa declsao deve basear-se em um conhecimento 
intlmo do livro e precisamos formar um ponto de vista 



quanto a origem de certos erros: serao eles devidos a 
uma negligencia no ccpiar ou sera concebivel que os me- 
Ihores cerebros dessa epoca cometessem o que nos pa- 
recem equivocos evidentes? A decisao e muito dificil, 
uma vez que temos que julgar os processos de racioci- 
nio de um povo cuja atividade mental era consideravel, 
mas cujos processos de pensamento eram diferentes dos 
nossos. 

O termo "probabilidade psicologica" e usado para 
designar os pontos de vista sobre a conexao dos aconte- 
cimentcs psiquicos. Esta palavra e frequentemente usa- 
da nas discussoes literarias, nas quais se diz que um 
personagem foi representado com fidelidade, enquanto 
que as reagoes de um outro sao considerados improva- 
veis, Essas palavras se referem ao mal definido grupo 
das ideias com as quais interpretamos os motives e agoes 
dos outros. Isso depende muito da capacidade artistica 
do autor e nesse sentido compreendemos a frase de So- 
merset Maugham de que a probabilidade psicologica de 
um personagem e aquilo com que o publico se satisfaz. 
O sentido dessas palavras nao e preciso, mas a discussao 
literaria perderia muito do seu interesse se a probabili- 
dade psicologica deixasse de ser assunto de controversia. 

A probabilidade psicologica entra em jogo ao jul- 
gar as agoes humanas, quando formamos uma opiniao 
quanto aos motivos de um individuo. E' o inesgotavel 
problema de aplicar a lei as atividades humanas. Mui- 
tos juristas acreditam que a probabilidade psicologica e 
inteiramente diferente da probabilidade matematica 
e nao resta duvida de que este ponto de vista e correto. 
Existe uma decisao do Supremo Tribunal dos Estados 
Unidos no sentido de que nenhuma probabilidade ma- 
tematica, por mais alta que seja, deve ser usada para 
formar julgamento. A probabilidade de que se fala cons- 
tantemente nos procesos judiciaries americanos nao e 
identica a que se faz referencia no calculo de probabili- 
dade. Esta e excluida das provas apresentadas em um 
processo, porque o julgamento deve ser baseado em fa- 
tos irrefutaveis ou em fatos cujas lacunas sejam preen- 
chidas por argumentos baseados na probabilidade psi- 
cologica. 

O termo "probabilidade filosofica" e usado afim de 
designar a probabilidade do raciocinio inconcludente que 
nao se refere a acontecimentos psiquicos. Qualquer teo- 
ria empirica baseada na indugao pode servir de exem- 
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plo, como os pontos de vista de Darwin quanto k origem 
das esp6cies. Embora a prova nao seja concludente, exis- 
tem indicios que confirmam essa teoria e Ihe concedem 
certo grau de probabilidade. Um valor numerico nao 
pode ser atribuido a esta probabilidade pela mesma ra- 
zao que no caso do livro de Ahmes: a teoria nao pode ser 
objeto de um processo de abstragao e nao existe nenhu- 
ma classe M a qual se possa fazer referencia. Parece 
que Cournot foi o primeiro a empregar este termo para 
argumentos inconcludentes, quando a probabilidade nao 
e numerica. No seculo XVIII e no inicio do XIX, o ter- 
mo "filosofico" era largamente usado e encontramo-lo 
nos lugares raais inesperados. Um homem chamado 
Coeckelberg-Duetzele escreveu em 1845 um livro sobre o 
jogo do whist, antepassado do bridge dos nossos dias, no 
qual fala da diferenga entre a probabilidade matematica 
e filosofica. 

8) Algumas observances historicas. — A nogao de 
acaso logico e encontrada em Aristoteles, mas a nogao 
da forga de uma classe foi descoberta nos fins do sec. 
XIX. Antes dessa 6poca, os pensadores operavam com 
a extensao das nogoes, que corresponde mais ou menos a 
totalidade dos membros da classe definida pela nogao. 
Nao sendo capazes de dar uma definigao abstrata desse 
termo, apelaram para uma representagao grafica. Euler 
teve a ideia de representa-la por circulos e este metodo 
6 muito conveniente para representar a relanao entre 
duas ou mais nogoes. Tres casos sao importantes para 
a probabilidade: 

1) As classes A e B sao identicas e representadas 
pelo mesmo circulo. A probabilidade de B tern o valor 
1. fi o caso da certeza. 

2) Os circulos A e B sao totalmente separados. A 
probabilidade de B e zero. £ o caso da impossibilidade. 

3) Os dois circulos fazem intersecgao. A area co- 
mum a ambos representa o grupo de objetos que pos- 
suem ambos os atributos A e B. A probabilidade de B 
tern um valor definido. 

Usar a concepgao do acaso logico sem a definigao 
precisa da forga de uma class® nao pode deixar de le- 
var a definigoes imprecisas. J. J. Fourier. A. A. Cournot, 
J. v. Kries e A. Lange tentaram faze-lo e nao consegui- 
ram. £ curioso notar que todas as definigoes dadas por 



— 102 — 

esses emlnentes autores mostram a mesma nebulosida- 
de ou falta de precisao. 

Fourier escreveu no ano de 1823: "Com efeito, o au- 
tor verificou que o numero que mede a extensao de uma 
questao qualquer e sempre expresso por uma integral 
miiltipla, cujos limites sao dados." E evidente que o 
termo "extensao de uma questao" nao tern sentido pre- 
cise. 

Um termo que possue exatamente a mesma falta de 
precisao 6 encontrado na definigao de probabilidade de 
Cournot: "Podemos, entao, definir assim a probabilida- 
de matematica; 6 a proporgao existente entre as possibi- 
lidades favoraveis de um acontecimento e a extensao to- 
tal das possibilidades". Cournot percebeu que as pala- 
vras "a extensao total das posibilidades" indicavam uma 
nogao nova e suspeitou que se teria de tratar ai de uma 
generalizagao do conceito de espago: "... mas este termo 
extensao nao sera empregado em geral senao por assi- 
milagao". 

Kries critica a definigao de Cournot e temos que 
concordar que a sua critica e justificada. £ curioso, en- 
tretanto, que ele nao perceba a mesma falta de precisao 
na sua nogao de "Spielraum" ou margem. O sentido des- 
se termo nao e claro no caso de mais de tres variaveis, 
e no caso das classes finitas tern apenas o valor de uma 
expressao metaforica. Kries publicou a primeira edigao 
do seu: "Prinzipien der Wahrescheinlichkeitsrechnung" 
no ano de 1886 e nessa epoca a teoria das classes estava 
nos seus primeiros estagios de desenvolvimento. Seria 
dificil censura-lo por nao ter visto que as especulagoes 
dos logicos da sua epoca tinham uma importante reper- 
cussao sobre o problema. E surpreendente, todavia, que 
nao tivesse feito um esforgo para melhorar a sua defini- 
gao na edigao subsequente do seu livro. 

F. A. Lange define a probabilidade como a propor- 
gao entre as extensdes de duas nogoes. Se colocarmos a 
palavra "forga" no lugar de "extensao", esta definigao 
sera correta. Lange escreveu mais ou menos em mea- 
dos do seculo passado e e muito facil criticar essa defini- 
gao dizendo que usa a nogao de espago de maneira inad- 
missivel. Esta critica e correta somente quando temos 
a nossa disposigao os diagramas de Euler, mas a defi- 
nigao e inteiramente abstrata e nao tern relagao com a 
percepgao de espago, se usarmos a nogao de forga de 
uma classe. 
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No fim do s^culo passado e comego deste, todos os 
elementos necess6jios p>ara uma definigao satisfatdria 
de acaso e probabilidade estavam dados e foi somente 
uma questao de tempo atd que alguem tivesse a ideia 
de combinar esses elementos. Aconteceu que essa tare- 
fa me coube a mim. Ao estudar o trabalho de Bertrand 
Hussell sobre os prlncipios da matemdtica, surgiu-me a 
ideia de que a teoria das classes e a doutrina do acaso 
Idgico sao a unica base possivel para o calculo de pro- 
babilidade. A ideia parecia obvia e foi para mim uma 
surpreza que nem Bertrand Russel nem algum dos au- 
tores contempor&neos tirasse essa conclusao. Muitos 
anos depois tive a satisfagao de ver que eu havia com- 
preendido corretamente as teorias Idgicas de Bertrand 
Russell, pois em um dos seus livros mais recentes ele 
apresenta uma teoria da probabilidade que, nos seus pon- 
tos esenciais, 6 identica k minha. 

9) A probabilidade como medida dc um estado psi- 
quico. — A simples enumeragao das vdrias definigoes de 
probabilidade seria muito enfadonha. A maioria delas 
pode ser considerada imediatamente como insuficiente, 
de maneira que nao vale a pena entrar na sua discussao. 
Discutiremos somente duas teorias porque exigem con- 
sideragao cuidadosa e sao apresentadas por autores proe- 
minentes. Ambas pertencem ao tipo empirico. A pri- 
meira dd a interpretagao psicoldgica e pode ser conve- 
nientemente chamada teoria psicoldgica da probabili- 
dade. A segunda d conhecida por Teoria da Frequencia 
e conta atualmente com um numero consideravel de par- 
tiddrios. A primeira teoria vd na probabilidade matema- 
tica a medida de um estado mental. Algumas vezes esse 
estado 6 designado como a nossa crenga na verdade de 
uma proposigao, outras como a nossa espectativa em 
relagao a um acontecimento passado ou futuro. Parece 
que Condorcet foi o primeiro a apresentar o ponto de 
vista de que a probabilidade matemdtica 6 uma medida 
exata da nossa crenga. Esta teoria encontrou muitos 
partiddrios na Inglaterra e podemos citar J. S. Mill, Je- 
vons, Boole e de Morgan como seus representantes mais 
eminentes. As palavras do ultimo desses autores cita- 
dos oferece uma boa visao dessa doutrina: "Por grau de 
probabilidade queremos dlzer realmente, ou deveriamos 
querer dlzer, o grau de crenga". A posigao desta teoria 
nao melhora materlalmente se se diss6r que a probabi- 



— 104 — 

lidade e somente a crenga racional, pois esta e tao pou- 
co accessivel a mensuragao quanto a crenga irracional. 

Esta doutrina tamb^m encontrou partidarios fora da 
Inglaterra. Foi muito bem expressa nas palavras de B. 
Bachelier: "Em conclusao, a base mais solida para a 
probabilidade e a posigao propriamente psicologica. O 
que medimos no calculo de probabilidade e a nossa es- 
pectativa. Para certos autores esta espectativa parece 
mesmo ser inteiramente subjetiva." 

O caso de R. Laemmel, autor alemao que escreveu 
sobre os metodos de determinagao das probabilidades, 
6 curioso. Usou a teoria das classes, mas nao se libertou 
da concepgao subjetiva da probabilidade. Atribue a cada 
elemento das classes um certo "gewicht", palavra que 
indica a importancia que atribuimos ao elemento e que 
e determinada por processes subjetivos. 

O caso de U. Broggi e semelhante. Introduz o axio- 
ma de que e possivel selecionar um elemento de um 
grupo de tal forma que a definigao nada diz sobre a 
presenga ou ausencia de um certo atributo. Broggi ob- 
serva que isto e uma condigao subjetiva que depende do 
estado das informagoes que possuimos. O seu axioma, na 
realidade, e de natureza alogica e nada tern que ver com 
o estado da ignorancia em que nos podemos encontrar.. 
A questao de saber se os estados mentais sao ou nao men- 
suraveis encontrava-se na base da interminavel discus- 
sao sobre a lei de Weber na psicofisica. As observagoes 
que sao expressas por essa lei referem-se a sensagoes e 
sao corretas, mas nao constituem uma prova da afir- 
magao de que as sensagoes sao mensuraveis. Com a mes- 
ma confianga fazemos a afirmagao de que estados mais 
complicados, como sentimentos, erengas e espectativas, 
nao sao mensuraveis. 

O fato de que os estados mentais nao sao mensura- 
veis liquida o caso da concepgao psicologica da probabi- 
lidade matematica. Um outro argument© decisive con- 
tra esta teoria e a dificuldade de explicar como uma no- 
gao puramente subjetiva pode ter significagao objetiva, 
significagao essa que o teorema sobre o calculo de pro- 
babilidade possue. Nao e de surpreender que este ponto 
de vista fosse amplamente aceito na ultima parte do 
seculo XIX. A doutrina de Fechner de que os estados 
mentais sao mensuraveis sugeriu o ponto de vista de que 
a probabilidade constitue essa medida. 
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10) A teoria da frequencia. — O ponto de vista de 
que a probabilidade de um acontecimento 6 identica 
sua frequencia relativa em um grande mimero de obser- 
vagoes, chama-se teoria da frequencia. Suponhamos que 
tenham sido feitas n observaQoes do acontecimento E 
e em m delas o acontecimento E se verificou. Entao a 
propor^ao 6 a probabilidade de E, se n for grande. 

Deixem-me citar primelro as palavras com as quais 
Leslie Ellies introduz esta teoria: "Se a probabilidade 
de um acontecimento dado for corretamente determina- 
da, o acontecimento ap6s um mimero consideravel de 
provas, tenderd a ocorrer com frequencVi proporcional 
k sua probabilidade. Em geral isto se prova matemati- 
camente. Parece-me ser verdade a priori. ...Nao fui 
capaz de separar o julgamento de que um acontecimento 
tern mais possibilidades de acontecer que outro, da cren- 
^a de que afinal ocorrera com maior frequencia." Esta 
teoria e habitualmente atribuida a Venn que, no seu 
trabalho "Logica do Acaso" foi o primeiro a trata-la de 
maneira completa. Essa teoria encontrou muitos parti- 
ddrios e conta com dois pontos muito importantes a seu 
favor: 1) A origem empirica da no^ao de probabilidade e 
2) a sensagao obscura de que a probabilidade se relacio- 
na, de uma forma qualqu6r, com a frequencia dos acon- 
tecimentos. 

As provas matem^ticas de que fala Leslie Ellis, re- 
ferem-se ao teorema de Bernoulli, cujo ponto essencial 
£ que os acontecimentos tendem a ocorrer com frequen- 
cias proporcionais ^s suas probabilidades. Bernoulli per- 
cebeu que temos um sentimento indistinto da veraci- 
dade desta proposigao, pois escreveu em 1702: ".. .etiam 
stupidissimus quisque nescio quo naturae instinctu per 
se et nulla previa institutione norit, quod quo plures 
observationes fiunt, hoc minus a scopo aberrandi peri- 
culum sit". Mais de 200 anos mais tarde o professor E. 
G. Boring, da Universidade de Harvard, sugeriu que os 
motivos que influenciam o julgamento de um individuo 
quanto a probabilidade de um acontecimento deveriam 
ser investigadas experimentalmente e diz que a especta- 
tiva psicoldgica 6 uma fungao da frequencia e de ou- 
tras condigoes que concorrem para determinar as ten- 
dencias. 

Nao se tern certeza absoluta de que Bernoulli esteja 
certo quando diz que nenhuma instrugao 6 necessdria. 
Absorvemos informagoes nao somente por meio de cur- 
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Eos e irequencia as aulas, mas tambem atraves dos con- 
tactos diarios, e estas convicgoes sao, talvez, mais for- 
tes porque sao formadas e aceitas sem raciocinar. A 
afirmagao de Bernoulli de que muito pouca inteligencia 
e necessaria para apreender a veracidade do seu teore- 
ma e um £ouco arrojada, pois os "stupidissimus quisque" 
que nao acreditavam na probabilidade foram encontra- 
dos. E o fato de serem homens de grande inteligencia e 
elevada cultura aumenta o sabor da historia. 

Os fundadores da "Equitable", a famosa companhia 
inglesa de seguros de vida, encontraram grandes dificul- 
dades quando requereram, em 1761, um alvara que os 
autorizasse a negcciar de acordo com as observagoes re- 
lativas a mortalidade. Tres das companhias ja existen- 
tes protestaram contra isso e o requerimento foi indefe- 
rido. A recusa foi dada em um longo documento escri- 
to por dois eminentes peritos, que argumentavam que o 
exito de um empreendimento dessa especie "deveria de- 
pender da veracidade de certos calculos feitos sobre ta- 
belas de vida e morte, por meio dos quais se tentaria 
reduzir a um certo padrao a probabilidade da mortali- 
dade. Isso nao passa de mera especulagao que jamais se 
tentou na pratica e que consequentemente esta exposta, 
como todos os experimentos, a varias vicissitudes na sua 
execugao". Os autores deste documento evidentemente 
nao acreditavam na teoria da frequencia. Meio seculo 
apos a morte do seu criador, o teorema de Bernoulli, 
aparentemente, nao havia ganho muito terreno fora 
do circulo dos matematicos profissionais. 

A histdria da teoria da frequencia e curiosa. Os tra- 
balhos de Leslie Ellis, o primeiro dos quais apareceu em 
1824, permaneceram praticamente desconhecidos. Tan- 
to maior, por essa razao, foi o sucesso de Venn, cujo li- 
vro surgiu em 1866 e foi reeditado em 1867 e 1888. A 
sua inflencia na Inglaterra foi e continua a ser gran- 
de e a sua insistencia no sentido de que a experiencia 
deve ser o nosso unico guia sem duvida casou-se bem 
com a maneira realistica de pensar dos ingleses. A maio- 
ria dos que escreveram sobre a probabilidade abordaram 
o problema do ponto de vista estatistico. Por algum 
tempo a sua influencia limitou-se aos paises de lingua 
inglesa e em 1920 Keynes podia com razao escrever que 
nao conhecia, no estrangeiro, partidarios convictos dessa 
opiniao. 
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Dessa 6poca para cd, a teoria da frequencia tomou 
novo impulso, influenciando varios autores germ&nicos 
dos quais Tomier, Mises e Reichenbach sao os mais im- 
portantes. O primeiro destes concentrou-se na dedu- 
gao axiomatica e os seus trabalhos sao altamente t^cni- 
cos. Mises escreveu um extenso livro sobre o calculo de 
probabilidade, no qual se mostra um habil manipula- 
dor de fdrmula. A exposi^ao de pontos de vista gerais 
nao e o seu forte e o seu livro sobre a verdade, a proba- 
bilidade e a estatistica nao 6 muito apreciado. O tra- 
balho de Reichenbach parece-me, oferece a raelhor in- 
trodu^ao para quem quizer familiarizar-se com esta 
forma moderna da teoria da frequencia. 

Os autores alemaes discordam de Venn em um ponto 
essencial. Fazem referencia a series infinitas e nao a 
series finitas. Esse expediente torna a dedugao e a apre- 
sentaijao das proposigoes mais facil, mas faz com que a 
teoria da frequencia perca contacto com a experiencia, 
na qual somente sao dadas series finitas. Definir a pro- 
babilidade como um limite jamais alcangado na experien- 
cia, resulta em uma dessas construgoes logicas contra o 
uso das quais Venn vem lutando. Ele certamente se re- 
cusaria a considerar como empirica uma teoria que par- 
tisse de consideragoes baseadas em series infinitas. 

A frequencia de um acontecimento em uma s^rie 
infinita imaginada nao tern nenhum valor pratico. To- 
memos como exemplo a mortalidade. A frequencia da 
morte para as pessoas de um dado grupo de idade, va- 
ria no tempo segundo as condigoes higienicas e sani- 
tdrias existentes em um dado pals. Se essas observagoes 
continuarem a ser feitas indefinidamente, o valor final 
terd significagao somente para a s^rie como um todo, 
mas nao para qualquer periodo particular. No caso do 
Rio de Janeiro, essa proporgao se situaria em um ponto 
qualquer entre o valor que tern hoje e o que tinha antes 
de Osvaldo Cruz. For outras palavras, nao se refere a 
nenhuma experiencia real. Os que acreditam nesta for- 
ma da teoria da frequencia postulam a possibilidade da 
repetigao indefinida do acontecimento cuja probabili- 
dade se pretende determinar. As expressoes abstratas 
cobrem a suposigao inaceitavel de que as condigoes pre- 
dominantes em um momento dado se manteem indefini- 
damente. 

O teorema de Bernoulli 6 um osso duro de roer para 
os seguidores desta teoria, porque pressupoe: a) que exis- 
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te uma probabilidade para as frequencias relativas que 
se aproximam de um limite, quando existe certeza quan- 
to a definigao fundamental da teoria da frequencia; b) 
que as frequencias relativas em series parciais se distri- 
buem segundo a probabilidade integral, quando os axio- 
mas da teoria nao conteem tal restrigao. Isto significa 
que algumas series sao admitidas segundo os princlpios 
da teoria, para serem mais tarde excluidas, por nao es- 
tarem de acordo com as estipulagoes mais rigorosas de 
uma proposigao derivada dos mesmos principios. 

Nao e suficiente desenvolver-se a teoria da frequen- 
cia in abstracto. Pretende-se que esta teoria seja em- 
pirica, devendo, pois, basear-se na experiencia, e nao ex- 
clusivamente em consideragoes teoricas. claro que nao 
se pode demonstrar experimentalmente a aproximagao 
das frequencias relativas a um limite, mas pode exigir- 
se que esta aproximagao seja ilustrada por observagoes 
convincentes e bastante numerosas. surpreendente- 
mente pequeno o numero de exemplos disponiveis para 
este proposito, e poucos dentre eles suportam uma ana- 
lise demorada. Muitos dos exemplos tornados da fisica 
sao inadequados aos propdsitos da teoria da frequencia, 
desde que mostram somente os penultimos estagios, e 
nao as fases iniciais e intermediarias. Em processes do 
tipo do problema de Daniel Bernoulli, podemos seguir 
este desenvolvimento em nossas formulas — isto e, em 
nossos pensamentos — em todos os detalhes, do comego 
ao fim, mas nao ha observagoes praticas, nao tendo por- 
tanto estes exemplos nenhum valor para os propdsitos 
da teoria da frequencia. 

Nao e provavel que a teoria da frequencia possa ser 
elaborada em um sistema realmente satisfatdrio. Deve 
ela sua popularidade a seu recurso a experiencia, e nao 
ha duvida quanto a origem emplrica da nogao de pro- 
babilidade matematica. Parece razoavel considerar-se 
este conceito do mesmo modo como as outras nogoes 
abstratas da matematica, por exemplo o conceito de li- 
nha reta ou de piano. Estas nogoes estao encaixadas em 
definigoes que nao conteem trago algum dos processes 
psicoldgicos por que foram elaboradas. Pode ilustrar-se. 
por exemplo, a nogao de linha reta como o limite de uma 
serie de cilindros de comprimento crescente e diametro 
decrescente. Mas a definigao de linha reta em um sis- 
tema de geometria nao contem referencia alguma a ori- 
gem desta ideia. Exatamente como a geometria, o cal- 
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culo de probabilidade deve ser desenvolvido como um 
sistema de proposigoes abstratas, sem nenhuma referen- 
da k experiencia factual. Se puder ser demontrado que 
alguns fatos da experiencia estao de acordo com os re- 
quisites do c&lculo de probabilidade, como consequencia 
16gica ter-se-6, que as proposigoes desse c^ilculo sao afir- 
magdes corretas sobre esses fatos. 

£ um engano reter-se na definigao de probabilidade 
matemdtica qualquer referencia ao modo como foi obti- 
do este conceito. O conceito puramente logico de pro- 
babilidade mantem que as proposigoes derivadas desta 
nogao nao contradizem os axiomas. Se, nos axiomas, 
for feita qualquer referencia a constancia aproximada 
das frequencias relativas, como faz a teoria da frequen- 
cia, surgirao contradigoes que ate agora ninguem p6de 
desfazer. Se se encontrar um modo de tornar aceitaveis 
estas contradigoes, as proposigoes sao desnecessdriamen- 
te envolvidas pela referencia k experiencia. Este fato 
e visto no "Wahrscheinlichkeitsrechnung" de Mises, que 
frequentemente dk ao leitor a impressao de que o mes- 
mo resultado poderia ter sido obtido com muito menos 
esforgo. Todos os tratados sobre a teoria da frequencia, 
o de Reichenbach inclusive, fazem lembrar uma tenta- 
tiva de formularem-se as proposigoes da geometria de 
tal modo que se apliquem a cilindros de di^metros pe- 
quenissimos, nao a linhas retas ideais. 

A teoria da frequencia exerce grande fascinagao so- 
bre a mente humana, podendo-se mesmo dizer que cons- 
titui a opiniao natural do homem medianamente inte- 
ligente dos nossos dias, A este respeito, £ instrutivo in- 
terrogarem-se pessoas da classe chamada educada, quan- 
to a suas ideias sobre acaso e probabilidade. Devem-se 
naturalmente excluir destas pequenas experiencias as 
pessoas que tiverem recebido instrugao sobre estes pro- 
blemas. O que se quer obter £ a opniao do homem m£- 
dio, que seja inteligente bastante para falar coerente- 
mente. As vezes encontramos uma explicagao mistica, 
ou uma bem intencionada tentativa de explicar o aca- 
so com ausencia de conexoes causais. Algumas respos- 
tas explicam o acaso como o que nao acontece senao ra- 
ramente, ou como coincidencias temporais ou espaciais. 
Jk encontrei pessoas que se recusaram a considerar o 
aparecimento de "cara" ao atirar uma mo£da, como um 
acontecimento fortuito, mas nao hesitaram em falar 
em acaso ao atirar um dado e obter um ,4seis". A gran- 
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de maioria das respostas sobre probabilidade repousa em 
termos de percentagens. Parece que a teoria da frequen- 
cia, sob uma forma rudimentar, constitue parte do mal 
definido grupo de idelas que forma o quadro de con- 
versagao de todos os dias. Estas ideias nao sao transmi- 
tidas pela instrugao, mas sim absorvidas no intercam- 
blo diario. A este respeito, Venn e um logico dos mais 
influentes, enquanto que seus outros meritos estao mais 
ou menos esquecidos. Pode ser que isto seja apenas um 
trago de nosso modo ocidental de pensar. Entre as pes- 
soas que interroguei estavam cinco orientals, dos quais 
quatro tinham estudado em escolas americanas ou eu- 
ropeias, e prontamente reproduziram a teoria da fre- 
quencia em suas respostas. Minha conversa com o quin- 
to foi um memoravel fracasso. Tratava-se de um jovem 
indu, muito inteligente, em sua primeira visita aos Es- 
tados Unidos. Nao obstante consideravel esforgo de am- 
bos os lados, nao cosegui fazer claro o sentido de minhas 
perguntas e nao obtive uma resposta satisfatoria. Sua 
primeira formagao, que fora bastante completa, nao o 
tinha familiarizado com o nosso modo de pensar sobre 
acaso e probabilidade. 

Fagamos uma revisao da discussao da teoria da fre- 
quencia. Se seguirmos Venn e nos limitarmos ao uso das 
series finitas, obteremos proposigoes intimamente rela- 
cionadas com a experiencia, mas incomodas e de res- 
trita generalidade. Se a definigao de probabilidade se 
basear sobre as series infinitas, as proposigoes resultan- 
tes nao terao conexao imediata com a experiencia. As 
proposigoes possuirao maior generalidade. 

A teoria de Venn e coerente ou podemos, com um 
pouco de esforgo, torna-la coerente. A forma germanica 
da teoria da frequencia leva a uma contradigao em rela- 
gao ao teorema de Bernoulli. 

A teoria da frequencia nao pode resolver o caso das 
probabilidades nao numericas. 

A teoria da frequencia tira dos resultados conclu- 
sdes relativas as condigoes destes, e isto deve dar um tra- 
tamento mais complicado que concluir das condigoes 
quanto aos resultados. Um manual sobre a probabili- 
dade, tal ccmo e definida na forma germanica da teoria 
da frequencia, e uma coisa muito enladonha. 

11) Como escrcver um manual sobre a probabi- 
lidade. — A amplitude das aplicagoes do calculo de pro- 
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babilidade cobre praticamente todo o campo da expe- 
riencia, desde a fisica at6 a psicologia, e 6 inconcebivei 
que uma pessoa seja igualmente competente em todos 
esses campos. fimile Borel foi o primeiro a inferir as con- 
sequencias prdticas corretas desse fa to: um trabalho so- 
bre o cilculo de probabilidade, para ser exaustivo e dig- 
no de ser considerado como autoridade no assunto, deve 
ser escrito por um grupo de homens. Borel, que era, ele 
proprio, um pensador eminente e experimentado, reu- 
niu um grupo de amigos e companheiros de trabalho 
e confiou a cada um deles o tratamento dos problemas 
em que se haviam especializado. A ele proprio coube a 
tarefa de dirigir e coordenar esses esforgos. 

Nem o trabalho de Borel, nem a Theorie Analytique 
de Laplace sao manuals proprios para serem usados em 
um curso de conferencias. Um simples olhar langado a 
este ultimo livro convence-los-a da verdade desta afir- 
magao. Comega com 180 pdginas de formulas, cujo uso 
e significagao permanecem ignorados ate que se digira 
o livro inteiro. Nao creio que alguem tenha jamais con- 
seguido ler esse livro na primeira tentativa. Apesar 
do seu grande merito, foi esse livro responsavel pelo 
fato de que o calculo de probabilidade nao fosse muito 
estudado na primeira parte do seculo passado. As pes- 
scas estavam convictas de que nao poderiam iniciar esse 
estudo sem ter primeiro dominado o trabalho de La- 
place e era evidente que isso exigiria um grande esforgo. 
A dificuldade poderd ser melhor compreendida pelo fato 
de que Todhunter considerava a sua histdria do cdlculo 
de probabilidade, um trabalho de 600 pdginas, como um 
comentdrio k Thdorie Analytique. Os trabalhos de La- 
place e de Borel nao sao manuals, mas sim fontes das 
quais os autores de manuais devem extrair as suas in- 
formagoes. 

O primeiro manual realmente bom foi o Calcul des 
Probabilitds, de Josef Bertrand, publicado em 1888. O 
livro pretende satisfazer as necesidades dos estudantes e 
sua apresentagao 6 completamente diferente da de La- 
place. A matemdtica 6 do tipo mais simples possivel, 
mas consegue explicar as proposigoes mais interessantes 
e importantes do cdlculo de probabilidade. O livro de 
Bertrand serviu de modelo para muitos trabalhos se- 
melhantes. 

Nao existe um manual que convenha a todos os es- 
tudantes. O autor de um manual precisa conhecer a 
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classe de leitores para a qua! escreve, bem como saber 
quais os conhecimeirtos que os leitores possuem. As 
universidades planejam os cursos que os esudantes de- 
verao seguir, e na maioria delas o calculo de probabili- 
dade e destinado aos alunos de segundo ano. Isto sig- 
niifca que ja estao familiarizados com o calculo diferen- 
cial e com a algebra. O exito do livro de Czuber e de- 
vido nao somente a competencia e a erudigao do autor, 
mas tambem a correta avaliagao dos conhecimentos de 
que dispdem os estudantes. 

Um dos pontos que o autor de um manual tern que 
resolver e fixar o ponto em que devem ser introduzidos 
teoremas provavelmente desconhecidos dos leitores. Czu- 
ber os introduz no momento em que se tornam neces- 
saries. Este metodo tern a vantagem didatica de dar ao 
aluno a oportunidade de aplicar imediatamente o co- 
nhecimento que acabou de adquirir. Tern a desvantagem 
de exigir que se estej a muito familiarizado com o livro 
para encontrar uma citagao. Charles Jordan, na sua 
Statistique Mathematique, segue o exemplo de Laplace 
e comega com uma introducao puramente matemdtica 
que, gragas a habilidade do autor, nao e muito longa. 
Os professores parecem concordar que e inconveniente 
iniciar um curso com uma serie de aulas sobre um as- 
sunto que nao interessa ao aluno. Talvez seja melhor 
tomar como modelo os manuals de fisica. A maioria dos 
alunos de um curse sobre o calculo de probabilidade ou 
metodos estatisticos nao tern interessa imediato pela 
matematica. Para eles a matematica e apenas um ins- 
trumento util. Se quiserem matar o interesse dos seus 
alunos, basta iniciarem seus cursos com um grupo bas- 
tante grande de teoremas abstratos. 



CAPITULO V 

O PRINC1PIO DA INDIFERENgA 

1) Defini?ao de probabilidade igrial. — Nao existe 
diferenga entre os elementos da mesma classe em rela- 
^ao acs atributos afirmados na definigao da classe. O 
unico ponto decisive 6 a presenga dos atributos A e a 
presenga ou ausencia de quaisquer outros atributos 6 in- 
diferente. Selecionar um objeto que pertence ^ classe M 
nao determina um elemento particular da classe, mas 
a nossa escolha pode cair sobre qualquer objeto que pos- 
sua o atributo A. Isto d^ a definigao: os elementos da 
classe M teem a mesma probabilidade com referencia a 
esta classe. 

Esta definigao de probabilidade igual, embora alta- 
mente abstrata, tern suas fontes na prdtica da vida di&- 
ria. Consideremos esta afirmagao, que faz parte da or- 
dem do dia de um regimento: "A guarda consiste em um 
cabo e cinco soldados". Isto significa que qualquer pes- 
soa qualificada respectivamente como cabo ou como sol- 
dado, servird para os fins da guarda e 6 indiferente que 
seja esta ou aquela a pessoa realmente escolhida. Outro 
exemplo i)ode ser encontrado na moderna produgao em 
s6rie. Cada m&quina consiste em muitas partes e deve 
haver um grande suprimento de cada uma delas. £ in- 
diferente que seja este ou aquele o exemplar usado, no 
que diz respeito ao funclonamento da maquina. 

O c&culo de probabilidade intrpduz a probabilidade 
igual dos casos como um dos seus axiomas que nao po- 
dem ser discutidos. O caso 6 diferente quando analisa- 
mos fendmenos fisicos reais, pois entao jamais podemos 
estar certos de que a suposigao se aplique ao caso. Na 
maioria dos casos, o problema diz respeito ao process© 
fisico por meio do qual os objetos sao selecionados. Te- 
mos que definir as nossas classes e isto implica na defi- 
nigao dos casos que sao considerados como igualmente 
provaveis. Este problema pode ser abordado de duas 
maneiras, para os quais se usam as seguintes denomi- 
nagoes: "principio da razao cogente" e "principio da 
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indiferen§a". importante ter em mente que a dife- 
renga entre estas duas maneiras de raciocinar so entra 
em jogo quando estamos tratando de fenomenos na- 
turals. 

2) Os principios da razao cogente e da indiferenga. 
— O principio da indiferenga diz que e justificado supor 
uma probabilidade igual dos casos quando nao ha ra- 
zao para que um acontecimento se de mais facilmente 
que outro. A ausencia de um argument© contra a pro- 
babilidade igual e considerada suficiente para prova-la. 
O principio da razao imperativa ou cogente exige que a 
probabilidade igual seja apoiada em fatos. 

Jakob Bernoulli preocupou-se muito com as condi- 
goes sob as quais um valor numerico pode ser atribuido 
a uma probabilidade. A nogao de probabilidade igual as- 
sumiu, nas suas maos, uma forma em que e util para 
o raciocinio preciso. Ele nao inventou essa nogao, que 
tern suas origens na experiencia diaria e foi objeto de es- 
peculagoes filosoficas por muito tempo. A nogao de pro- 
babilidade igual e quasi identica a de forga igual dos 
argumentos. O cetico grego Pirro usou essa expressao 
para designar o equilibrio entre os argumentos pro e 
contra uma proposigao. Acreditava que esse equilibrio 
existe em relagao a qualquer ponto de vista que se possa 
apresentar, de maneira que era dever do individuo abs- 
ter-se de formar qualquer opiniao ou convicgao. 

Kries chamou atengao para os absurdos aos quais o 
uso descuidado deste principio da indiferenga pode levar 
e exigiu que a suposigao da probabilidade igual fosse 
apoiada em fatos. Este ponto de vista e muito sensato 
e nao deixou de impressionar a maioria dos autores que 
escreveram sobre esse problema. A unanimidade de opi- 
niao nao nos deve levar a julgar incorretamente o prin- 
cio da indiferenga. Indica uma condigao necessaria, pois 
as probabilidades nao podem ser iguais quando existe 
um argumento contra esta suposigao. claro tambem 
que ninguem raciocinara pelo principio da indiferenga 
se dispuser de dados para uma razao imperativa. 

A diferenga entre estas duas maneiras de raciocinar 
nao e grande contanto que se proceda cuidadosamente. 
O principio da razao cogente acentua a exigencia de que 
os nossos pontos de vista devem basear-se em informa- 
goes positivas e assim nos previne de que nao devemos 
ser apressados nas nossas dedugoes. A dificuldade e que 
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muitas vezes nao se dispoe de informagao alguma, e 
temos que nos decidir de uma fdrma ou de outra. Nes- 
se caso, nao deixaremos de usar o principio da indiferen- 
ga, por mais que os teoristas nos tenham prevenido. Nao 
negaremcs que raciocinar pelo principio da indiferenga 
pode levar a consequencias absurdas e ridiculas. Co- 
megaremos por um exemplo no qual a diferenga entre 
estas duas maneiras de raciocinar nao vai alem de uma 
diferenga de ponto de vista. Em um caso insistimos 
em que certas informagoes sejam dadas, e no outro acen- 
tuamos o fato de que as nossas informagdes a respeito 
de qualquer fato flsico sao sempre incompletas. 

3) Exemplo. — A probabilidade de obter um certo 
resultado ao atirar um dado depende dos §mgulos sob 
os quais as seis faces sao vistas do centro de gravidade. 
O centro de gravidade e o centro geometrico coincidem 
em um dado ideal e os seis angulos sao iguais. Portanto, 
as probabilidades dos seis resultados sao iguais em um 
dado ideal. Mas o dado que realmente usamos nao 6 um 
cubo perfeito, e nem sua massa e homogenea. Os an- 
gulos sob os quais sao vistas as seis faces sao diferentes 
e as suas probabilidades nao podem ser iguais. 

Se eu acentuar o fato de que percebo o dado como 
um cubo, estarei procedendo de acordo com o principio 
da razao cogente se supuser que as probabilidades das 
seis faces sao as mesmas e iguais a 1/6. Mas a percep- 
gao sensorial e inexata e uma investigagao mais rigo- 
rosa mostrara que a massa do dado nao e homogenea 
e que a sua figura nao 6 um cubo ideal. Se eu acentuar 
o fato de que § impossivel dizer de que maneira estas 
probabilidades serao afetadas, estarei argumentando se- 
gundo o principio da indiferenga se disser que as proba- 
bilidades das seis faces sao iguais e teem o valor de 1/6. 

Os angulos sob os quais sao vistas as faces do dado 
do seu centro de gravidade, nao podem ser determinadas 
com exatidao alguma. Assim nao podemos determinar 
as probabilidades dos diferentes lances e calcular-lhes as 
frequencias. fi mais facil partir das frequencias observa- 
das para concluir quais as probabilidades corresponden- 
tes. Foi isto que fez R. Wolf quando obteve nos seus ex- 
perimentos frequencias diferentes do valor teorico 1/6. 

As nossas informagoes sobre os fatos nunca sao pre- 
cisas e estao sempre sujeitas ^ corregao pela experiencia 
subsequente. Somente a experiencia nos pode dizer se 
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os dados sobre os quais baseamos nossos calculos sao ou 
nao corretos. Neste exemplo, o principio da indiferenga 
leva a uma formulagao mais atraente porque p5e em 
evidencia a limitagao dos nossos conhecimentos. As in- 
forma^oes sobre as quais se poderia basear um argu- 
mento regido pelo principio da razao cogente sao muito 
escassas. Poderiamos melhora-las medindo o dado e exa- 
mlnando a homogeneidade da materia que o constitue, 
mas nenhum acervo de infirmagoes e exaustivo e sempre 
ha alguns pontos sobre os quais seriam de desejar novas 
informagoes. 

4) Uso erroneo do principio da indiferenga. — Este 
principio se presta ao abuso e entao leva a consequen- 
cias absurdas, que langam uma luz desfavoravel sobre 
o raciocinio aplicado a probabilidade. Na maioria dos 
casos e o seguinte o raciocinio que se encontra na base 
do argumento: temos diante de nos uma proposigao na 
qual se afirma que um determinado atributo pertence ao 
sujeito, mas nao existem informagoes relevantes quanto 
a verdade desta proposigao. Todas as proposigoes sao 
ou verdadeiras ou falsas, e estamos em estado de identica 
ignorancia relativamente a esses dois casos possiveis. 
A proposigao tern iguais possibilidades de ser verdadeira 
ou falsa, o que significa que a sua veracidade tern uma 
probabilidade de 1/2. 

A nossa resposta e a mesma do exemplo do livro de 
Ahmes; nao e possivel atribuir uma probabilidade nu- 
merica a afirmagao porque nao existe uma classe de 
referencia. Se definissemos a classe de todas as propo- 
sigoes verdadeiras, com certeza nao encontrariamos o va- 
lor de Vz para a probabilidade de que uma proposigao 
feita ao acaso fosse verdadeira. 

A precisao numerica obtida dessa forma e absolu- 
tamente destituida de valor. Qual e a probabilidade de 
que um determinado elemento quimico seja encontrado 
em certo corpo celeste, em Sirius, por exemplo? Partindo 
do fato de que nao possuimos informagoes quer a favor, 
quer contra, atribuimos a probabilidade de ser encon- 
trado este elemento em Sirius o valor de Vz. Este racio- 
cinio e valido em relagao a qualquer outro elemento qui- 
mico e a probabilidade de que nenhum de n elementos 
quimicos dados seja encontrado em Sirius e: 1 — (Vz)*, 
ou seja, praticamente indistinguivel da certeza, se n 
for o numero dos elementos quimicos. 
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A precisao num^rica deste resultado 6 evidentemente 
ilusoria. Se a pusermos de lado, o resultado significari 
simplesmente que nao seria de admirar se um ou outr® 
dos nossos elementos quimlcos faltasse em Sirius, mas 
que 6 praticamente certo que a constituigao quimica des- 
sa estrela nao deve ser inteiramente diferente da cons- 
titui^ao da terra. Isto 6 pouco mais que um lugar co- 
mum, pois somente um crente convicto da teoria grega 
de que os fendmenos celestes e terrestres sao fundamen- 
talmente diferentes, hesitaria em aceita-la. O principio 
da Indiferenga, neste exemplo, da uma precisao ilusdria 
a uma afirmagao algo trival, mas no exemplo seguin- 
te leva a uma evidente contradigao. 

Suponhamos que nao possuimos informagao algu- 
ma quanto ao tamanho e a populagao dos vdrios pai- 
ses da terra. O principio da indiferenga, neste caso, nos 
autoriza a considerar igualmente provavel que uma pes- 
soa apanhada ao acaso seja um cidadao da Franga ou 
da Inglaterra, pois nao h& razao para preferir uma ou 
outra das duas hipdteses. Pela mesma razao, 6 igual- 
mente provavel que fosse um habitante da Irlanda ou da 
Franga, o que leva k conclusao de que 6 duas vezes mais 
provavel que fosse habitante das Ilhas Brit&nicas que 
da Franga. A contradigao que este argumento implica 
nao se teria tornado aparente, se nos tivdssemos detido 
no primeiro est&gio. 

A nogao de probabilidade igual dos casos apresentou 
grandes dificuldades em toda a discussao do c^lculo de 
probabilidade. Os estudiosos concentraram a atengao no 
processo de selegao pelo qual os acontecimentos indivi- 
duais chegam k nossa percepgao, e procuraram descobrir 
nele uma qualidade ou atributo cuja presenga garantisse 
o carater fortuito da selegao. Tal atributo nao existe e 
nunca poderemos ter certeza de que um dado processo 
fisico realiza o carater fortuito da selegao. 

Henri Poincar6 acredita que todas as definigoes de 
probabilidade sao uma petitio principii, porque 6 impos- 
sivel admitir uma possibilidade igual de casos. fi ver- 
dade que a probabilidade igual dos casos nunca pode 
ser provada de maneira conclusiva em um acontecimento 
real. Nunca possuimos um conhecimento completo do 
processo de selegao e nao existe uma refutagao decisiva 
da afirmagao de que existem diferengas entre as proba- 
bllldades, mas sao pequenas demais para que as possa- 
mos descobrir. A observagao de Poincar6 £ irrelevante 
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em relagao a proposigao abstrata, pois aqui a probabi- 
lidade igual dos casos e postulada. Somente o estudo 
do processo de selegao c dos resultados obtidos pode indi- 
car se nos casos reais as condigoes correspondem as exi- 
gencias do cdlculo de probabiUdade. 

5) Uso adequado do principio da indiferenga — 
Esse raciocinio nao apresentara inconvenientes se o seu 
resultado for tornado pelo que realmente vale, isto e, 
como uma tentativa de formar uma opiniao relativa- 
mente a uma situagao que nao e clara. Na vida pra- 
tica frequentemente temos que tomar decisoes dessa es- 
pecie. O seguinte exemplo apresenta um caso em que 
e preciso tomar uma decisao, tendo como unico guia o 
principio da indiferenga. £ um problema tirado da pra- 
tica dos seguros maritimos, no qual o segurador tern que 
resolver qual o premio que deve pedir pelo seguro con- 
tra um novo risco. O segurador nao pode recusar-se a 
fazer o seguro, pois do contrario perderia sua clientela 
e tern que apoiar com dinheiro a sua decisao. 

O Tribunal de Apelagao dos Estados Unidos decidiu 
em 1934 que o segurador nao e obrigado, pelos termos 
da apolice comum de seguro maritimo, a pagar a inde- 
nizagao que um navio segurado tern que pagar em con- 
sequencia de uma colisao em que ambas as partes sao 
culpadas. Essa decisao se refere a indenizagao da carga 
que, de acordo com a lei americana, o navio que nao a 
ievava tern que pagar. Este navio pode exigir o dinheiro 
do navio que levava a mercadoria. 

Antes dessa decisao, as companhias de seguro eram 
responsaveis por essa indenizagao, mas esta decisao atri- 
buiu essa responsabilidade aos proprietaries dos navios, 
que procuraram livrar-se dela fazendo figurar no conhe- 
cimento uma clausula que transfere essa responsabilida- 
de ao dono das mercadorias. Essa e a chamada clausula 
de "Ambos culpados" (Both to blame"), e os segurado- 
res viram-se na contingencia de calcular o premio a ser 
cobrado pela inclusao deste novo risco. 

Um leitor da "Lloyd's List" avaliou que 1/24% era 
um prego razoavel para incluir o risco resultante dessa 
clausula. Argumenta ele que um quinto do premio F. P. 
A. ("Free from particular average" — livre de avaria 
particular) e empregado para cobrir o risco da colisao 
e que e tao provavel que uma colisao se de sob juris- 
digao americana como fora dela. Isto da um decimo 
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do premio F. P. A. para o risco existente sob a juris- 
digao americana. Ha tres possibilidades relativamente 
k responsabilidade no acidente: ou um navio ou o outro 
6 responsavel, ou a responsabilidade e dividida. Isto 
reduz o acr^scimo do premio a 1/30, e disto temos que 
tirar a metade, pois somente 50% de indenizagao paga 
pode ser reclamacla. O premio habitual para os riscos 
maritimos em questao e 0,25% na notagao usual, o pre- 
mio para cobrir a clausula "Both to blame" e 1/24% da 
quantia segurada. 

O autor anonimo deste raciocinio foi severamente 
criticado, mas ha alguma coisa a dizer em seu favor. 
£ precise encontrar um premio que o segurado esteja dis- 
posto a pagar, e que o segurador possa aceitar sem gran- 
de perigo de prejuizo, Na prdtica, esses casos sao facil- 
mente resolvidos partindo de um premio aceitavel para 
ambas as partes e alterando-o como for conveniente. 
Apos a primeira guerra mundial, as minas flutuantes 
constituiam um perigo consideravel para a navega?ao e 
os premios para cobrir este risco eram muito altos. A 
medida que progrediu o trabalho de limpeza do oceano, 
as taxas foram caindo e ap6s alguns anos o perigo das 
minas passou a ser incluido no seguro gratuitamente. O 
ponto decisivo e que, em certas situagoes, uma certa pro- 
babilidade tern que ser expressa numericamente e o prin- 
cipio da indiferenga tern que ser forgosamente aplicado. 

As necessidades do investigador sao, de acordo com 
a minha maneira de pensar, tao urgentes quanto as do 
homem de negocios. 

Vamos julgar o seguinte problema desse ponto de 
vista. Leibniz interessou-se por saber a soma da serie 

1-1 + 1-1 + 1 ... 

continuada indefinidamente. Se tomarmos um numero 
par de termos, o valor serd zero, mas se o numero de 
termos for impar, o valor ser^ um. Leibniz argumenta 
da seguinte fdrma: uma vez que nao ha razao para su- 
pdr que na s6rie infinita a probabilidade de um numero 
par de termos seja diferente da probabilidade de um 
numero impar, e valor da s6rie infinita i a m6dia arit- 
m6tica entre 0 e 1, ou seja, 1/2. Leibniz diz que este 
raciocinio 6 mais metafisico que matemdtico, mas con- 
side ra-o imperative. 

Laplace condenou esse raciocinio com expressoes for- 
tes, que foram repetidas por muitos dos seus partid6- 
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rios. O julgamento de Bertrand sobre um erro seme- 
Ihante e mais brando e mais justo. Os maiores mate- 
maticos teem escrito sobre o calculo de probabilidade e 
quasi todos teem cometidos erros. Esses erros, na maio- 
ria dos casos sao devidos ao desejo de aplicar os teore- 
mas do calculo de probabilidade a problemas que, pela 
sua natureza, sao inaccessiveis ao tratamento cientifico. 
A isto poderemos acrescentar que o investigador, traba- 
Lhando na fronteira do desconhecido, tern a liberdade de 
seguir qualquer caminho que parega levar ao exito, O 
principio da indiferenga se tern mostrado util em um 
numero de casos grande demais para que seja posto in- 
teiramente de lado, e as advertencias de logico algum 
impedirao o investigador de emprega-lo nos casos em 
que a unica alternativa seria resignar-se a abandonar 
o problema. 

6) Problemas indeterminados — Se as classes M e 
T nao forem claramente definidas, nenhuma afirmagao 
sobre probabilidade e possivel. A falta de precisao no 
propor o problema leva ao fato aparentemente surpre- 
endente de que teremos varias solugoes, as quais se apre- 
sentam todas como corretas. Isto constitue a peculiari- 
dade de um grupo de problemas conhecidos pelo nome 
de probabilidades geometricas. Ilustraremos esta dificul- 
dade com o problema chamado "paradoxo de Bertrand", 
que adquiriu certa notoriedade. 

O problema diz o seguinte: traga-se ao acaso uma 
corda em um circulo. Qual e a probabilidade de que 
essa corda seja maior que o lado de um triangulo equi- 
latero inscrito? 

As palavras: "tragar uma corda ao acaso", admitem 
pelo menos cinco interpretagoes diferentes, e o problema 
nao especifica qual delas e usada. Vamos mencionar 
apenas duas. 1) A extremidade da corda e escolhida e 
a corda e tragada em uma diregao arbitraria; 2) o cen- 
tre da corda e escolhido arbitrariamente. Bertrand es- 
tudf&u tres solugoes e perguntou qual delas estaria cor- 
reta. Ele da a resposta ccrreta de que o problema esta 
mal formulado. Para que seja posivel obter uma solu- 
gao, 6 precise dizer o que se deve entender por tragar 
uma corda ao acaso. E preciso acrescentar alguma coisa 
ao problema para poder dar-lhe uma solugao, o que sig- 
nifica que o problema, tal como esta, nao tern solugao. 
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Facilmente se pode inventar um numero indefinido 
de problemas semelhantes e propo-los para serem solu- 
donados. Sao problemas abstratos e nao teem relagao 
imediata com a realidade. A situa^ao sera diferente se 
tivermos que lidar com um processo real, pelo qual se 
realize o tragado ao acaso de uma corda. Entao haverd 
somente uma hipdtese correta e as dedugoes logicas dela 
tiradas possuirao verdade empirica, como descrigoes cor- 
retas de fatos observados. 



CAPITULO VI 

A PROBABILIDADE IGUAL NA EXPERIENCIA 

1) Classificagao dos acontecimentos casuais — Ao 
aplicar o calculo de probabilidade a experiencia real, de- 
vemos averiguar se as condigoes sobre as quais se ba- 
seiam os teoremas sao dadas ou nao. Isto se faz toman- 
do grandes grupos e comparando os resultados do calculo 
com os dados realmente observados.. Os acontecimentos 
fortuitos, quando tornados em grandes grupos, confor- 
mam-se com as regras do calculo de probabilidade. 

Muitas vezes fazemos, com grande confianga, a hipd- 
tese da probabilidade igual quando nao temos a mao esse 
material estatistico. Justificamos essa maneira de pro- 
ceder pelos nossos pontos de vista quanto a natureza 
dos processes que dao aos acontecimentos o carater ca- 
sual. Acreditamos conhecer os acontecimentos que jus- 
tificam o uso do calculo de probabilidade, e ficamos sur* 
preendidos quando uma investigagao mais rigorosa mos- 
tra que estamos errados. 

Esses processes diferem muito em carater, mas a ex- 
periencia tornou-os familiares e acreditamos poder reco- 
nhece-los. Os processos que resultam em acontecimen- 
tos do carater exigido pelo calculo de probabilidade divi- 
dem-se em dois grupos. Um acontecimento representa- 
tivo do primeiro grupo e o jogo da roleta, e do segundo 
o ato de embaralhar as cartas. Esta nao e uma classi- 
ficagao dos acontecimentos fortuitos em geral, mas ape- 
nas daqueles que sao tratados pelo calculo de probabi- 
lidade. Nao afirmo que estes sejam os unicos tipos de 
processes que resultam em causalidade, mas, embora fi- 
zesse grandes esforgos, nao consegui encontrar um pro- 
cesso que nao se identificasse com um ou outro desses 
dois tipos. Desejo chamar-lhes a atengao para estes pro- 
blemas. A sua analise exige alguma capacidade de ler 
formulas, mas aqueles que estiverem dispostos a dar-se 
ao trabalho de estudar estes problemas, julga-los-ao tao 
fascinantes quanto eu os julgo. 
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a) Os processes do primeiro tipo resultam em uma 
s6rie de acontecimentos mutuamente exclusivos Ea, 
... Se for dada uma certa combinagao das condi- 
goes iniciais, o resultado correspondente, digamos E,, ser4 
necessariamente produzido. O grupo de todas as condi- 
gdes iniciais possiveis divide-se em um grande num^ro 
de intervalos extremamente pequenos e a probabilidade 
de Ei 6 proporcional a soma de todos os intervalos cujos 
elementos compreendem as condigoes iniciais que levam 
a E,. O mesmo raciocinio se aplica a todos os outros 
resultados. 

Cada uma destas probabilidades 6 a soma do mesmo 
numero de termos, e a cada termo da probabilidade de 
E, corresponde um, e somente um, termo de cada uma 
das outras somas que diferem apenas ligeiramente dele. 
Isto 6 uma consequencia da continuidade da fungao que 
da a relagao entre as condigdes iniciais e E. Segue-se 
que as probabilidades dos resultados Ei, E2, ... En sao 
aproximadamente iguais. 

O jogo da roleta e o lance do dado sao os mais co- 
nhecidos representantes deste tipo. Praticamente todos 
os acontecimentos casuais a que se faz referenda na 
biologia e na psicologia caem neste grupo. O seu trago 
caracteristico e que o grupo de uma fungao continua se 
divide em um certo numero de pequenos intervalos. 

b) O ato de embaralhar as cartas d tlpico do se- 
gundo grupo. £ sempre repetido vdrias vezes. Embara- 
lhar uma s6 vez, altera a ordem em que as cartas se 
encontram, mas absolutamente nao produz a probabili- 
dade igual para todas as cartas, como se deseja. O ato 
de embaralhar uma s6 vez da uma ordem que depende 
da ordem existente e a igualdade da distribulgao s6 ser& 
atingida se esse processo for repetido um numero sufi- 
ciente de vezes. 

Processos fisicos dessa natureza correspondem ao 
movimento browneano das pequenas particulas e ao mo- 
vimento das mol^culas, tal como 6 postulado pela teoria 
cln^tica dos gases. 

Existem tambem processes continuos desse tipo, co- 
mo por exemplo a mistura dos Hquidos. Neste caso, um 
pequeno intervalo de tempo toma o lugar do ato de em- 
baralhar uma s6 vez. O estado do liquido apds um pe- 
queno intervalo depende do estado em que se encontrava 
no inicio e uma mistura complcta so 6 obtida ap6s muitas 
repetlgdes. 
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Em todos estes processes e atingido um estado que, 
sob certos aspectos, e independente das condigdes iniciais. 
Na fisica conhecem-se muitos processes desse tipo. Es- 
colhemos o seguinte exemplo da teoria do calor. Dife- 
rentes partes de uma esfera de constituigao fisica dada 
teem temperaturas diversas. Submetemo-la a um pro- 
cesso de resfriamento, colocando-a em um ambiente de 
temperatura constante. No fim, as temperaturas de to- 
das as partes da esfera, bem como as do meio circun- 
dante, estarao iguais, dependendo somente da quanti- 
dade de calor presente, mas sem influencia da distribui- 
gao sobre a esfera. O estado inicial determlna as fases 
intermediarias em que consiste o process©, mas o estado 
final depende somente da quantidade de calor presente. 

"Fig.! 

2) O jogo da roleta — £ conveniente iniciar as 
nossas consideragoes com o estudo de uma forma sim- 
plificada desse jogo, inventada por Kries. Uma bola e 
posta em movimento por um impulso nao muito peque- 
no, e e forgada a mover-se ao longo de um sulco pin- 
tado de listas vermelhas e pretas do mesmo tamanho. 
Observa-se a cor da lista sobre a qual a bola para. Fa- 
zemos com que uma pessoa movimente a bola uma por- 
gao de vezes e registramos quantas vezes a bola parou 
em cada lista. O resultado pode ser observado na Fig. 1, 
na qual foi tragada uma curva lisa atraves dos pontos 
observados. A figura mostra que as probabilidades das 
listas individuais nao sao absolutamente iguais. As lis- 
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tas do centre teem maior probabilidade, enquanto que 
as das extremidades teem pouca. 

Vejamos agora o que acontece se deixarmos de nos 
interessar pelas listas individuais e formarmos duas clas- 
ses, uma de listas vermelhas e outra de listas pretas. A 
probabilidade de obter uma lista vermelha e dada pela 
soma das listas vermelhas individuais, que aparecem em 
branco na Fig. 1. As partes pretas da superficie corres- 
pondem a probabilidade de obter uma lista preta. Estas 
duas ^reas nao podem ser muito diferentes, pois sao cons- 
tituidas pelo mesmo numero de partes. Se uma das 
^reas contiver uma lista a mais, esta dever£, situar-se na 
extremidade da curva, onde o valor e muito pequeno. 
A probabilidade de qualquer lista vermelha difere pouco 
da que corresponde a lista preta contigua. 

O jogo da roleta § obtido curvando o eixo OX dos 
nossos desenhos ao redor de um circulo, dividido em 37 
partes iguais. Quando a roleta e mecanicamente per- 
feita, os numeros com que estao marcados os intervalos 
teem a mesma probabilidade. Dezoito desses numeros 
sao pintados de vermelho, os outros dezoito de preto e 
somente o zero 6 branco. Se uma pessoa joga e nao 
acerta, a banca recolhe a aposta, mas se a pessoa ganha, 
a banca paga um pouquinho menos que a quantia cor- 
respondente probabilidade. A experiencia mostra que 
uma diferenga ligeiramente inferior a 3% do valor cor- 
reto 6 suficiente para garantir lucro k banca. Diz-se 
que foi Descartes quem inventou o jogo da roleta, mas 
nao consegui averiguar essa afirmagao. 

A roleta § uma m^iquina de precisao e os casinos 
tomam o maximo cuidado para mante-la em perfeita 
ordem. Eles teem grande interesse em que os seus ins- 
trumentos deem probabilidades iguais a todos os nume- 
ros. Quando as possibilidades sao diferentes, os joga- 
dores podem nota-lo e causar prejuizo ^ banca jogando 
nas combinagoes em que entram os numeros favoreci- 
dos. Descobrir estes numeros exige paciencia e essa 
tarefa ainda se torna mais dificil em razao do costume 
adotado nos casinos de mudar as m&quinas de uma mesa 
para outra. O objetivo dessa manobra § impedir o jo- 
gador de usar as informagoes que possa ter obtido na 
noite anterior. Todavia, a vigilancia dos banqueiros e a 
capacidade dos fabricantes de roletas teem limites. For 
mais cuidado que estes tomem, o eixo da roleta nao 6 
perfeitamente centrado, as cavidades onde caem as bolas 
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teem tamanhos levemente diferentes, a mesa nao ^ per- 
feitamente horizontal e pequenos arranhoes podem tor- 
nar a superficie mais aspera em certos pontos. As dife- 
rengas podem ser pequenas e escapar ao observador indi- 
vidual, mas varios jogadores pacientes trabalhando em 
cooperagao, podem percebe-las e chegar a resultados 
muito desagradaveis para o banqueiro. £ o que parece 
ter acontecido em Buenos Aires, algum tempo atras. Eis 
a noticia do "Time", o conhecido semanario americano, 
de 12 de fevereiro de 1951. 

O grande casino de Mar del Plata, de propriedade do 
governo, embora seja o maior do mundo, e tao vulneravel 
quanto qualquer outra casa de jogo diante do pequeno 
jogador que possua um sistema realmente eficaz. Na 
semana passada, Mar del Plata teve que chamar a po- 
licia para livra-la de 30 freguezes assiduos, que pareciam 
ter encontrado a terrivel formula para ganhar sempre. 
A complicagao comegou ha quatro anos atras quando 
um jogador identificado apenas como Sr. Delgado, pos-se 
a estudar os caprichos e o funcionamento das roletas 
no pequeno casino de Necocha, uma localidade proxi- 
ma. Apos registrar varios milhares de giros consecuti- 
vos de uma roleta, verificou que oito ou nove numeros 
pareciam sair mais frequentemente que os outros. Jo- 
gando em uma combinagao desses numeros altamente 
frequentes e ratificando os seus computes, comegou a ga- 
nhar modesta mas constantemente. 

Em qualquer roleta pode surgir um pequeno dese- 
quilibrio ou uma aspereza imperceptivel que torna o atri- 
to desigual quando gira. Isso favorecera certos nume- 
ros e o jogador que descobrir esse defeito, podera ganhar 
durante um curto periodo de tempo. Mas um casino 
bem dirigido verifica constantemente as suas roletas e 
muda-as de mesa para mesa exatamente para prote- 
ger-se contra essa forma inocente de roubo. O que ha 
de extraordinario no caso do Sr. Delgado e que, apesar 
de todas as precaugoes normals, ele continuou ganhan- 
do, aparentemente em desafio as leis da percentagem e 
da media. Em 1948 estava tao seguro do seu sistema que 
comegou a treinar quatro assistentes e mudou o seu 
campo de operagoes para Mar del Plata. Ai os discipulos 
logo deixaram o mestre para tras e formaram sindicatos 
proprics. A diregao do casino, alarmada, alertou os 
"croupiers", ordenando-lhes que tomassem nota do nu- 
mero crescente de ganhadores permanentes. No ano pas- 
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sado as perdas causadas pelos novos sindicatos toraa- 
ram-se tao grandes que o diretor do casino foi denii- 
tido. 

Mas isso nao resolveu a complicaQao. O mais terri- 
vel sindicato em Mar del Plata este ano contava com 20 
membros, e os sens lucros foram avaliados em 6.000.000 
de pesos. Era encabeqado por um antigo marinheiro ale- 
mao, apelidado El Aleman, que chegou a Argentina em 
1939 quando o couragado de bolso alemao Graf Spee 
foi posto a pique apos a batalha do Rio da Prata. Entre 
os aproveitadores havia vendedores de frutas, gargons e 
sitiantes, que se puseram logo a comprar Cadillacs, 
Buicks e propriedades nas praias. Conhecidos somente 
por apelidos como El Crespo, El Vasquito ou Juancito, 
cada quadrilha opsrava com uma determinada roleta, 
que identificava por meio de minusculos arranhoes im- 
perceptiveis para o observador desprevenido. Nao ten- 
do meios para impedi-los de ganhar, o casino escolheu a 
alternativa de impedi-los de jogar. Tomaram nota dos 
ganhadores constantes e uma bela noite foram estes 
presos pela policia, como jogadores profissionais. £ di- 
ficil perceber como poderi ser fundamentada tal acu- 
sagao, mas o fato e que desde esse dia nao foram mais 
admitidos no casino. 

Para n6s o ponto importante e o seguinte: 6 extre- 
mamente dificil idear um processo que garanta a proba- 
bilidade de acontecimentos que pertencem ao tipo A. 
Para a ciencia, felizmente, isto e um assunto de impor- 
tancia minima pois nesses casos o raciocinio parte, na 
maioria das vezes, das frequencias observadas para in- 
ferir a igualdade ou desigualdade das probabilidades. 

3) O ato de embaralhar as cartas. — Em um jogo 
honesto, a sequencia das cartas deve ser entregue ao 
acaso. A interpretagao habitual e que a sequencia das car- 
tas nao deve ser influenciada pela vontade de quern as. 
d4 ou qualqu6r outra pessoa, e que todos os jogadores 
devem estar em identico estado de ignorancia quanto 
a distribuigao realmente existente. Essa e a finalidade 
das regras para embaralhar, cortar e dar as cartas. O 
ponto essencial e que as cartas devem ser cuidadosamen- 
te embaralhadas antes de serem dadas. No jogo de brid- 
ge, por exemplo, as cartas sao dadas uma de cada vez a 
cada jogador, e assim se obtem mais uma mistura das 
cartas; mas as cartas dadas aos jogadores sao evidente- 
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mente determinadas pela ordem resultante do ato de 
embaralhar. As regras sao simples e garantem que ne- 
nhum jogador tem conhecimento das cartas dos outros. 
Isso 4 tudo que se pode esperar em um jogo no qual nao 
se encara a possibilidade de trapaga. Mas o que nos in- 
teressa e saber se o ato de embaralhar pode resultar na 
falta de regularidade exigida pelo calculo de probabili- 
dade. Deixem-me dizer-lhes imediatamente que este pro- 
blema tao trivial de embaralhar as cartas admite gene- 
ralizagoes do mais alto interesse, como em breve verao. 

Gauss passava as suas horas de lazer jogando ga- 
mao, mas mesmo enquanto se divertia nao podia deixar 
de fazer observagoes. Apos cada jogo anotava o numero 
de azes que cada jogador tinha e manteve esses registros 
por muito tempo. Escreveu um pequeno artigo sobre 
"Os Azes no "Whist", no qual mostrou que as suas ob- 
servagoes concordavam perfeitamente com o ponto de 
vista de que o aparecimento de um az na mao de um 
jogador e um acontecimento casual no sentido do cal- 
culo de probabilidade. Vamos deixar bem claro o que 
queremos dizer com isto. O ato de embaralhar, quando 
bem realizado, deve satisfazer as seguintes exigencias: 

1) As probabilidades de qualquer carta estar em 
um certo ponto da ordem resultante do embaralhar de- 
vem ser as mesmas. 

2) A probabilidade da ordem das cartas apds se- 
rem embaralhadas deve ser independente da ordem 
inicial. 

3) Apos o ato de embaralhar, todas as ordenagoes 
possiveis das cartas devem ter a mesma probabilidade. 

A maneira de embaralhar depende muito dos hdbi- 
tos individuals do jogador. Consiste em determinados 
movimentos da mao, por meio dos quais a ordem das car- 
tas e alterada. O resultado de um unico desses movi- 
mentos depende da ordem existente das cartas, e nenhu- 
ma das tres exigencias e satisfeita. Tomemos por exem- 
plo o que se chama "cortar as cartas". O baralho e divi- 
dido em duas partes aproximadamente iguais e as cartas 
de uma delas sao enfiadas entre as da outra. Somente 
algumas das ordenagoes podem ser produzidas por um 
unico ato de contar. As ordenagoes impossiveis teem a 
probabilidade igual a zero, enquanto que as outras teem 
probabilidades que dependem dos habitos da pessoa que 
embaralha. 
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Aqui 6 o ponto de partida da analise matemdtica. 
Estabelece-se um sistema de equagoes quais se aplica 
uma serie de transformagoes, correspondendo cada uma 
a um ato de embaralhar. Demonstra-se que as tres con- 
digoes serao satisfeitas se o numero de transformagoes 
for infinito. Aqui 6 que esta a dificuldade. Em um jogo 
no qual se toma parte por divertimento, nao se pode 
perder tempo embaralhando. Se o ato de embaralhar 
for repetido 6 ou 7 vezes, serd o suficiente para esgo- 
tar a paciencia da maioria dos jogadores. A consequen- 

■cia 6 que a mistura nao 6 perfeita e o resultado depende 
da ordem inicial das cartas. Esta ordem € dada pela se- 
quencia da mao anterior, em que os jogadores tinham 
que jogar segundo uma ordem estabelecida. Serd pos- 
sivel na observagao real, seguir a pista desta influen- 
cia? 

E. Culbertson, o perito em bridge, fez a si mesmo 
essa pergunta e convenceu seus amigos a ajuda-lo nesses 
observagoes. Os resultados desses esforgos podem ser 
expresses nestas tres proposigdes: 1) as figuras distri- 
buem-se igualmente nas quatro maos; 2) vasas em que 
tcdos os jogadores jogam cartas do mesmo naipe ocor- 
rem com maior frequencia do que a teoria nos leva a es- 
perar; 3) series de cartas do mesmo naipe de extensao 
media, isto 6, ate quatro cartas, ocorrem com a frequen- 
cia teorica, mas series muito longas, de oito ou mais car- 
tas, ocorrem com muito maior frequencia do que nos 
leva a esperar o cdlculo de probabilidade. Maos que con- 
teem cartas de um so naipe ocorrem com uma frequen- 
cia muito superior k sua probabilidade tedrica. O pri- 
meiro ponto concorda perfeitamente com a observagao 
de Gauss, mas os outros dois mostram claramente uma 
divergencia entre a teoria e a experiencia. Os nossos es- 
forgos no sentido de estabelecer regras que garantam a 
casualidade dos acontecimentos, de certa forma obteem 
exito, mas a casualidade artificialmente produzida nao e 
perfeita, tal como acontece com a roleta. 

Felizmente nao nos temos que preocupar com a ca- 
sualidade nos casos realmente importantes. Uma das 
proposigdes fundamentais da teoria cindtica dos gases 
pode ser provada por meio de uma andlise identica a que 
se empregou no problema de embaralhar as cartas. As 
cartas de um baralho formam uma sdrie linear e a po- 
sigao de uma carta 6 determinada pelo numero do lugar 
em que 6 encontrada. Aplicamos uma espdcie de proces- 
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so mecanico ao baralho, em virtude do qual as cartas 
sao colocadas em uma outra disposigao de maneira que 
existe, para cada carta, uma probabilidade de que tera 
um certo lugar na nova disposigao. Podemos generalizar 
esta ideia e falar de um processo de mistura sempre que 
uma ordenagao linear sej a transformada em uma nova 
ordem por meio de um processo mecanico, de maneira 
que cada objeto tenha uma certa probabilidade de ser 
encontrado em um certo lugar. Algumas disposigoes de 
objetos no espago bi ou tri-dimensional podem ser trans- 
formadas em uma ordem linear. A teoria cinetica con- 
sidera um gas como um agregado de moleculas encer- 
radas em um vaso e supoe que todas as distribuigdes das 
moleculas nesse espago sao igualmente provaveis. Se- 
gue-se da livre mobilidade das moleculas que cada uma 
delas pode ser encontrada em qualquer parte particular 
do espago. Significa ainda que qualquer configuragao 
das moleculas e igualmente provavel. Podemos compre- 
ender esta proposigao da seguinte forma. Imaginamos 
que o vaso esta dividido em cubos muito pequenos que 
colocamos em uma ordem linear. Esses cubos sao nu- 
merados consecutivamente e a posigao de uma molecula 
e dada pelo numero do cubo onde se encontra o seu cen- 
tre. Os cubos sao de igual tamanho e tao pequenos que 
somente uma molecula pode caber em cada um deles. 
Assim as moleculas formam uma serie linear, da mesma 
maneira que as cartas de um baralho. Existe apenas 
esta diferenga: nem todos os lugares desta serie estao 
ocupados, pois o numero de moleculas, embora sej a 
muito grande, e muito menor que o numero de cubos em 
que dividimos o espago do vaso. 

A configuragao das moleculas muda constantemen- 
te. Dada uma certa configuragao, existe, para cada mo- 
lecula, uma certa probabilidade de que, apos um curto 
espago de tempo, estara em qualquer lugar dado. Um 
grande numero de posicoes e excluido, e as outras po- 
sigoes absolutamente nao teem probabilidades iguais. 
Isto resulta em um sistema de equagoes, as quais se apli- 
ca uma serie de transformagoes, serie que, neste caso, e 
realmente infinita, porque cada transformagao corres- 
ponde a um intervalo infinitesimal de tempo. A discus- 
sao do problema mostra que apos um certo tempo: 1) 
todas as molecluas teem a mesma probabilidade de es- 
tar em dada parte do vaso; 2) todos os tragos da conll- 
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gura^ao inicial se desvaneceram e 3) todas as configu- 
ragoes sao igualmente provaveis. 

A experiencia mostra que os gases e os liquidos ten- 
dem para um estado de estabilldade no qual todas as 
partkulas sao uniformemente distribuidas, e neste sen- 
tido a an alls e § correta. Nao ha nada errado nas nos- 
sas dedugoes. Gostariamos de saber se a probabilidade 
Igual dos casos poderia ser deduzida diretamente dos da- 
dos mec&nicos. Poincare estudou o process© de mistura 
nos liquidos sob condigoes muito gerais, mas nao con- 
seguiu encontrar uma solugao geral. Jk nos resigndmos 
ao fato de que a natureza torna muito dificil a desco- 
berta das suas leis, mas 6 decepcionante verificar que 
ela nao nos permite nem ao menos ter certeza da casua- 
lidade dos acontecimentos. 
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CAPITULO VII 

O CALCULO DE PROBABILIDADE E O TEOREMA 
DE BERNOULLI 

1) Defini^ao. — O calculo de probabilidade e o sis- 
tema de proposigoes abstratas deduzidas, segundo as 
regras da logica, da no^ao de probabilidade matema- 
tica. Sabe-se que a teoria das classes e a algebra estao 
livres de contradigoes; assim, o seu uso no calculo de 
probabilidade nao pode levar a contradigoes, pois nao 
se introduzem novas nogoes. 

Os teoremas do calculo de probabilidade sao abstra- 
tos e a sua verdade logica consiste no fato de serem coe- 
rentes com as suposigoes das quais se derivam. A exls- 
tencia real de qualquer objeto ao qual se apliquem esses 
teoremas nao e nem uma suposigao, nem a finalidade 
das dedugdes. Nem o teorema de Bernoulli nem o de 
Poisson nos capacita a fazer uma afirmagao relativa aos 
acontecimentos quando nao dispomos de informagdes 
sobre eles. A experiencia deve constituir a base de qual- 
quer afirmagao que pretenda ser empiricamente verda- 
deira. 

Todos os teoremas podem ser deduzidos de maneira 
inteiramente abstrata, mas essa nao e a melhor maneira 
de ensinar o calculo de probabilidade. Raramente um 
metodo logicamente perfeito e o mais adequado para 
fins diddticos. Em um curso introdutorio, nao se deve 
pretender atingir absoluta generalidade e e melhor man- 
ter contact© com a experiencia. £ habito ilustrar os teo- 
remas por meio de exemplos nos quais os acontecimen- 
tos sao considerados como fortuitos por consenso una- 
nime. Atirar um dado, tirar uma bola de uma urna ou 
uma carta de um baralho, atirar uma moeda, sao exem- 
plos favorites de acontecimentos casuais. Os manuais 
publicados mais recentemente usam de exemplos ex- 
traidos da biologia e podemos esperar que exemplos des- 
sa especie serao usados mais frequentemente no future. 
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2) O teorema da adi^ao. — Um processo deve re- 
sultar em um dos acontecimentos E!, E2, ... En, que 
sao mutuamente exclusivos, de maneira que somente um 
deles pode verificar-se. As probabilidades desses aconte- 
cimentos sao conhecidas e iguais a p,, p-..,... p» Que- 
remos saber qual 6 a probabilidade de que Ei ou E2 acon- 
tega. A resposta e dada pela soma p! -f P2. Esta regra 
pode ser generalizada, resultando no Teorema da Adi- 
gan: A probabiidade de que um, dentre v&rios aconteci- 
mentos mutuamente exclusivos, se verifique e igual 
soma das probabilidades individuais. 

Uma rodada da roleta pode dar como resultado um 
dos mimeros 0, 1, 2, ... 36. Qual e a probabilidade de 
que um dos mimeros 1, 2, ... 12 seja obtido? Ha 37 
casos possiveis, com a mesma probabilidade, igual a 
1/37. Os casos favoraveis sao os 12 mimeros de 1 a 12 e 
a sua probabilidade e 12/37. 

Consideremos um acontecimento E com a probabi- 
lidade p. Ha, em qualquer prova, exatamente dois casos 
possiveis em relagao a E: ou E acontece, e este caso tem 
a probabilidade p, ou nao acontece. Qual e esta ultima 
probabilidade? Designando-a pela letra q, argumenta- 
mos da seguinte maneira: Temos dois casos mutuamen- 
te exclusivos, dos quais um deve acontecer. Portanto 
temos p -j- q = 1, e dal se segue que q = 1 — p. Quan- 
do a probabilidade de um acontecimento € conhecida, 
encontra-se a probabilidade de que esse acontecimento 
nao se de subtraindo da unidade a probabilidade do acon- 
tecimento. Esta € a regra das probabilidade opostas. 

O teorema da adigao pode ser aplicado a problemas 
nos quais os acontecimentos Ei, E2, ... E3 nao sao mu- 
tuamente exclusivos, mas isto leva a uma fbrmula mais 
complicada. 

3) O teorema da multiplica^ao. — Os problemas 
que se resolvem por este teorema podem ser ilustrados 
pelo seguinte exemplo. Qual 6 a probabilidade de obter 
a soma 12 ao atirar dois dados? Isto significa que ambos 
os dados devem cair com o seis para cima. A probabili- 
dade de obter um seis com um so dado 6 1/6, e o teo- 
rema da multiplicagao diz que a probabilidade de ob- 
ter um seis em cada um dos dados 6 igual ao produto 
destas duas probabilidades ou 1/36. 

O teorema da multiplicagao refere-se a probabilida- 
des compostas. O acontecimento cuja probabilidade 6 
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procurada, consiste em dois ou mais acontecimentos in- 
dividuais cujas probabilidades sao conhecidas. A res- 
posta e dada. pelo produto das probabilidades indivi- 
duais. A formula e simples, mas e preciso ter o cuida- 
do de atribuir a cada probabilidade individual o valor 
que realmente possue. Acontece muitas vezes que os 
acontecimentos nao sao independentes e entao os c&l- 
culos se tornam complicados. 

Ao ler a analise de um acontecimento composto, 
raramente se encontram dificuldades, excetuando as 
que se devem k manipulagao das formulas. Facilmente 
compreenderemos que um acontecimento e composto 
por esta e por aquela forma, se isso f6r explicado de ma- 
neira adequada. Estamos sujeitos a esquecer que muitas 
vezes e dificil reconhecer que um acontecimento e com- 
posto e nao simples, como haviam pensado investigado- 
res precedentes. 

4) O teorema de Bernoulli. — O acontecimento 
fortuito E, que possue a probabilidade conhecida p, e ob- 
servado v&rias vezes. Conservam-se constantes as condi- 
?6es, de maneira que p tambem e constante. Podemos 
ilustrar esse caso retirando bolas de uma urna, que con- 
tem bolas brancas e pretas em numeros determinados. 
A cor da bola retirada e anotada e a bola e devolvida k 
urna, de maneira que o conteudo desta e o mesmo cada 
vez que se retira uma bola. Tirar uma bola branca cons- 
titue o acontecimento E. Perguntamos em primeiro lu- 
gar: qual € o resultado mais provavel de uma serie de 
observagoes s dessa especie? A resposta e muito sim- 
ples: o resultado mais provavel e que obtenhamos um 
numero de bolas brancas igual a sp. O resultado mais 
provavel e encontrado multiplicando a probabilidade do 
acontecimento pelo numero de observagoes. Deixem- 
me dizer que a prova e muito facil e nao exige nada alem 
da aritmetica mais elementar. 

Em uma longa serie de observagoes, o numero de re- 
sultados possiveis e muito grande e a probabilidade de 
um resultado particular e proporcionalmente pequena. 
Muitos resultados diferem apenas ligeiramente de sp 
e as suas probabilidades sao somente um pouco menores 
que a do resultado mais provavel. A predigao do resul- 
tado realmente obtido e afetada por um erro e procura- 
mos saber os limites do intervalo dentro do qual pode- 
mos esperar o resultado com uma dada probabilidade. 
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A resposta 6 um pouco decepcionante. Esta probabili- 
dade 6 dada por uma certa integral, o que nao significa 
grande coisa para as pessoas que nao teem pendores ma- 
temAticos. Felizmente, dispomos de tabelas dos valores 
desta integral, tabelas essas que podem ser usadas como 
quaisquer outras, como a de logaritmos, por exemplo. 
Muitas pessoas teem apenas uma vaga ideia do que pos- 
sa ser um logaritmo, mas isso nao as impede de usar 
as tdboas. Pensem da mesma forma na integral da pro- 
babilidade: 6 uma tabela na qual poderao verificar qual 
a probabilidade de que o resultado de s observagoes so- 
bre o acontecimento casual E com a probabilidade p 
seja encontrado dentro de uma distancia dada a partir 
do valor mais provavel sp. 

Afim de apresentar o conteudo essencial da respos- 
ta, precisamos conhecer a distingao entre frequencia ab- 
soluta e frequencia relativa. Se o acontecimento E f6r 
observado m vezes em s observagoes, dizemos que m 6 
a frequencia absoluta e m/s a frequencia relativa de E. 

O teorema de Bernoulli faz as seguintes afirmagoes: 
1) Os limites dentro dos quais a frequencia ab- 

soluta do acontecimento casual E pode ser esperada com 
uma dada probabilidade, aumentam indefinidamente 
com o niimero de observagoes. Tomemos o numero A; 
por maior que seja, podemos sempre indicar o numero 
S de observagoes que justificard a espectativa de que a 
diferenga entre o resultado mais provavel e o resultado 
obtido seja maior que A. 

2) Os limites dentro dos quais a frequencia rela- 
tiva do acontecimento casual E pode ser esperada com 
uma dada probabilidade, diminuem indefinidamente 
com o numero de observagoes. Tomemos qualquer nume- 
ro B; por mendr que seja, podemos indicar o numero S 
de observagoes que justifica a espectativa de que a 
diferenga entre o resultado mais provavel e o resultado 
obtido seja menor que B. Isto € que justifica a nossa 
crenga de que as predigoes baseadas na probabilidade 
sao tanto mais fidedigrtas quarvto mais longa f6r a 
s^rie de observagoes a que se referem. 

A proposigao de que no fim das contas um aconte- 
cimento casual se darA em um numero de casos propor- 
cional k sua probabilidade 6 surpreendente mas, ao mes- 
mo tempo, parece exprimir claramente o que todos sen- 
timos vagamente. Sem recorrer a matemdtica de esp6- 
cie alguma, formamos os nossos pontos de vista quanto 
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ao carater dos acontecimentos casuais, e sentimo-nos de- 
cepcionados quando as coisas nao seguem o curso espe- 
rado. As duas historias que se seguem sao exemplos ti- 
picos das reagoes em nos produzidas por essa decepgao. 

O jogo do "Passe-dix" e jogado com tres dados e os 
jogadores apostam pro ou contra a possibilidade de que 
o resultado do lance seja maior que dez. Esse jogo era 
muito popular no tempo de Galileu e houve algumas 
pessoas que estudaram assiduamente o seu resultado. 
Um desses senhores notou, com surpreza, que obtinha o 
resultado 11 com muito maior frequencia que 12, em- 
bora, argumentava ele, o numero 12 seja obtido como a 
soma de tres numeros menores ou iguais a 6 tantas ve- 
zes quantas se pode obter, pelo mesmo processo, o nu- 
mero 11. Galileu interesscu-se pela questao e encontrou 
a resposta correta. As somas nao teem a mesma probabi- 
lidade e, por exemplo, o lance 2, 4, 6 tern seis vezes a pro- 
babilidade do lance, 4, 4, 4. Uma das muitas glorias de 
Galileu foi ter sido um dos primeiros homens a resolver 
um problema de probabilidade matematica. Neste caso, 
a decepgao de um jogador esclarecido resultou em uma 
tranquila investigagao das razoes pelas quais as suas 
espectativas, baseadas na probabilidade, nao eram con- 
firmadas. No exemplo que se segue, as reagdes do indi- 
viduo logrado foram mais violentas. 

O abade Galiani encontrou um dia um homem que 
se propos conseguir 18 pontos com tres dados, isto e, ti- 
rar um seis em cada dado. A aposta foi aceita e pron- 
tamente ganha. Foi repetida tres, quatro, cinco vezes, 
ate que o abade explodiu, com palavras absolutamente 
improprias na boca de um eclesiastico: "Maldigao! Es- 
ses dados estao viciados" E realmente estavam. Uma se- 
rie tao extraordinaria de exitos nos convence imediata- 
mente que estamos lidando com uma fraude, mesmo que 
jamais tenhamos ouvido falar em Bernoulli e no seu 
teorema. 

O jogador que apelou para Galileu porque havia ob- 
servado 1080 vezes o lance 11, mas somente 1.000 vezes 
o lance 12, era um homem de aguda inteligencia, mas 
recusamo-nos a chama-lo predecessor de Bernoulli. Sen- 
tia, com certeza, que a probabilidade esta ligada, de al- 
guma maneira, a frequencia. E pouco provavel que esie 
sentimento seja inato em nos. Citamos acima dois 
eminentes advogados que negaram esta conexao, e temos 
mais um argumento no fato de que nenhum dos filoso- 
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fos antigos e medievais faz referenda a ela, embora as 
especulagoes relativas ao acaso e a probabilidade fossem 
um dos seus topicos favorites de discussao. 

O conteudo essencial do teorema foi formulado e pro- 
vado por Bernoulli no seu trabalho postumo: "Ars con- 
jectandi". A formula para a probabilidade de que o re- 
sultado de uma serie de observagdes seja encontrado 
dentro de certos limites, deve-se a Laplace. Os problemas 
matematicos relacionados com esta fdtrmula sao nu- 
merosos e para esbogar-lhes a historia seria necessario 
escrever um pequeno livro. Ha varias razoes em virtu- 
de das quais, atualmente, a formula de Laplace e con- 
siderada como a melhor, e continuara ainda por algum 
tempo em uso. O principal argumento a favor desta 
fdrmula e ser conveniente e util. Nao e certo, todavia, 
que uma formula, a um so tempo mais conveniente e 
mais util, possa ser encontrada, ao passo que dificil- 
mente se concebe que o raciocinio de Bernoulli possa 
vir a ser substituido por qualquer coisa melhor e mais 
convincente. a apreciagao correta desses fatos que nos 
leva a chamar o teorema pelo nome deste ultimo e nao 
pelo de Laplace. 

5) A inversao do teorema de Bernoulli. — O acon- 
tecimento casual E, cuja probabilidade p e desconhecida 
foi observado em uma serie de s experimentos, e veri- 
ficou-se que o acontecimento E se deu m vezes. A melhor 
determinaQao da probabilidade desconhecida p e: 

m 

P = — 
s 

O teorema faz tambem uma afirmagao sobre a probabi- 
lidade de que a nossa determinagao seja afetada por um 
erro de certa magnitude. Os seguintes pontos sao es- 
senciais. 

(a) Se um acontecimento casual E foi observado 
m vezes em uma fi6rie de s experimentos, a frequencia 
relativa de E 6 a melhor determinagao da probabilidade 
desconhecida p de E. 

(b) A determinaQao da probabilidade desconhecida 
p estd sujeita a um erro, mas, aumentando o mimero s 
de observagoes, podemos tornar este erro tao pequeno 
quanto quisermos. 
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(c) Estas regras se aplicam ao caso em que as 
condigoes de E permanecem constantes. 

Este ultimo ponto e importante, pois em todos os 
casos praticos nao podemos ter certeza da estabilidade 
das condigoes. Se retirarmos bolas de uma urna que 
contem bolas brancas e pretas em proporgoes dadas, 
temos certeza de que o conteudo permanece o mesmo. 
O grupo de condigoes constantes esta diante de nos, di- 
retamente tangivel e estaremos justificados ao aplicar 
a esses resultados o teorema de Bernoulli. Tomemos, 
por outro lado, as frequencias dos nascimentos de me- 
ninos e meninas, que, na maioria dos paises, aproxima- 
se de 104:100, o numero de menincs excedendo ligeira- 
mente o de meninas. As condigoes que determinam o 
sexo de uma crianga sao desconhecidas, e nao podemos 
dizer com antecedencia que a probabilidade de nascer, 
digamos, uma crianga do sexo masculino permanecera 
constante. Temos que basear os nossos pontos de vista 
na observagao da proporgao entre os nascimentos de 
meninos e meninas em varios anos. Para esse fim cal- 
cula-se uma quantidade que e chamada o COEFICIEN- 
TE DE DIVERGENCIA. Quando este coeficiente se apro- 
xima da unidade, o acontecimento observado depende 
de um grupo constante de condigdes, no mesmo sentido 
que no nosso exemplo de tirar bolas de uma urna. Quan- 
do nao existe tal grupo de condigoes, o coeficiente de 
divergencia e maior que a unidade e falamos entao de 
uma dispersao supernormal dos resultados. 

Sao relativamente poucos os casos em que ficou pro- 
vada a dispersao normal. A proporgao acima menciona- 
da entre nascimentos de meninos e de meninas e um de- 
les. plausivel que o grupo constante de condigoes que 
determinam o sexo de uma crianga dependa, de alguma 
fdrma, da constituigao fisiologica do organismo humano. 
Igualmente nao sabemos praticamente nada sobre es- 
sas condigoes. Uma das varias consequencias que podem 
ser inferidas deste fato e que nao seremos capazes de in- 
fluenciar essa proporgao entre os nascimentos de crian- 
gas de cada sexo, a nao ser que os nossos conhecimen- 
tos aumentem de maneira atualmente imprevisivel. 

Outro exemplo de dispersao normal, com um coe- 
ficiente de divergencia proximo da unidade, pode ser 
encontrado nos experimentos psicologicos. Um sujeito 
compara dois estimulos ligeiramente diferentes, como por 
exemplo dois pesos, e exprime o seu julgamento pelas 
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palavras: mais pesado, mais leve ou igual. Os julgamen- 
tos se referem a impressao obtida pela comparagao dos 
estimulos. As condigoes devem ser conservadas constan- 
tes, e isso exige apurada tecnica de experimentagao, pois 
o sujeito deve permanecer em completa ignorancia re- 
lativamente aos julgamentos que jA pronunciou sobre 
o mesmo par de estimulos. Nos experimentos desta es- 
p6cie, os julgamentos se sucedem sem ordem alguma e 
apresentam o carater de acontecimentos casuais. Esta 
afirmagio refere-se meramente it nossa incapacidade de 
prever que julgamento serd expresso pelo sujeito em um 
determinado experimento. 

Vou ilustrar o problema com os resultados de uma 
s^rie de experimentos nos quais um peso de 100 grs. 
devia ser comparado com outro de 108 grs., em 9 series 
de 50 experimentos cada uma. Ocultou-se do sujeito 
toda e qualquer informagao relativa aos pesos e aos jul- 
gamentos expendidos em experimentos antecedentes. 
Apesar da diferenga consideravel de 8 grs., os julgamen- 
tos do sujeito variaram e nao houve uma unica s6rie na 
qual todos os julgamentos fossem corretos. Sao estes os 
mimeros de julgamentos "mais pesado" obtidos em 9 
series de 50 experimentos cada uma: 47, 42, 45, 47, 42, 
46, 45, 46, 47. As variagoes sao consideraveis e devemos 
perguntar se sao compativeis com o ponto de vista de 
que os julgamentos dependem de um grupo constante de 
condigoes. A resposta e dada pelo coeficiente de diver- 
gencla que neste caso 6 0,96. Resultados semelhantes 
foram obtidos em todas as outras comparagoes de pesos. 

Dai concluimos que o julgamento relativo & compa- 
ragao de dois estimulos depende de um grupo de condi- 
goes constantes, determinadas pela constituigao psicofi- 
sica do sujeito. Usa-se, para designar esse grupo de con- 
digoes, a palavra sensibilidade. Esta palavra 4 de facil 
compreensao e o seu significado cientifico nao difere mui- 
to do comum. A diferenga est6 em que procuramos deter- 
minar com exatidao a sensibilidade de uma pessoa, atri- 
buindo-lhe, se possivel, um numero. A import&ncia pra- 
tica deste problema pode ser compreendida por qualquer 
pessoa que jd tenha tido qualquer dificuldade relativa k 
acuidade dos seus olhos, isto 6, que seja rniope ou pres- 
bita. O oculista que prescreve os 6culos precede a alguns 
experimentos com os olhos, e 6 com base nesses experi- 
mentos que receita as lentes a serem usadas. O processo 
cmpregado pelo oculista 6 uma adaptagao do chamado 
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metodo das mmimas diferengas perceptiveis, as condi- 
gdes peculiares da sensibilidade do olho. 

O problema do oculista e relativamente simples. Pre- 
tende apenas prescrever as lentes que corrigirao urn de- 
terminado defeito da visao. A percepgab sensorial nao 
depende exclusivamente dos fatores fisiologicos, mas e 
influenciada tambem por fatores mentals tais como a 
atengao, a fadiga ou a interferencia de outros estimulos. 
Por meio de disposigoes experimentais adequadas, pode- 
mos eliminar ou conservar constantes a influencia de 
todos os fatores menos um e entao observar de que for- 
ma as variagoes desse fator influenciam o estado mental 
resultante. Este e o caracteristico geral de toda expe- 
rimentagao psicologica, e todos os metodos experimentais 
e estatisticos teem a finalidade unica de tornar compre- 
ensivel a influencia de varios fatores sobre os estados 
mentals. A situagao da psicologia e favorecida pelo fato 
de que a maioria dos estados mentals, com excegao da- 
queles que tocam diretamente a personalidade, podem ser 
submetidos a variagdes sem que isso deixe qualquer trago 
permanente. Os srs. apreciarao melhor este ponto se 
lembrarem o que dissemos sobre a proporgao de nasci- 
mentos de criangas dos dois sexos. Atualmente nao dis- 
pomos de meio algum que permita prever a possibilidade 
de influenciar o sexo de um nascituro e, de qualquer for- 
ma, experimentos desse tipo estao fora de cogitagao. Mas 
se tivessemos esses meios, empreender tais experimentos 
viria a constituir um serio problema moral. 

6) O teorema de Poisson — Este teorema se refere 
ao caso em que o acontecimento casual E tern probabili- 
dades diferentes em experimentos diferentes. Tomemos 
como exemplo o ato de retirar bolas de urnas diferentes. 
Suponhamos que temos 3 urnas, contendo a primeira 4 
bolas brancas e 3 pretas; a segunda, 2 bolas brancas e 7 
pretas; a terceira, 9 bolas brancas e 4 pretas. Retiramos 
50 vezes uma bola da primeira urna, repondo sempre 
a bola depois de anotar-lhe a cor. Observagoes seme- 
Ihantes sao feitas em relagao as outras duas urnas. A 
probabilidade de tirar uma bola branca da primeira urna 

4 2 9 
e —, da segunda —, e da terceira —. O aparecimento 

7 9)3 
de uma bola branca tern valores diferentes nas tres 
series. O numero de urnas pode ser aumentado inde- 
finidamente sem alterar o carater do problema. 
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O teorema de Poisson diz que o resultado mais pro- 
vavel e que o acontecimento E tenha uma frequencia 
igual ao produto do numero de observagoes multiplicado 
pelo valor medio das suas probabilidades nas diferentes 
partes da serie. No caso das probabilidades variaveis, 
o seu valor medio desempenha o mesmo papel que a 
probabilidade constante do acontecimento E no teorema 
de Bernoulli. Existe tambem uma formula pela qual 
podem ser determinados os limites dentro dos quais a 
frequencia realmente observada de E sera encontrada 
com uma dada probabilidade. Assim, o teorema de Pois- 
son 6 uma generalizagao do teorema de Bernoulli. Ten- 
do em mente o fato de que estaraos lidando com a media 
de probabilidades conhecidas, o conteudo essencial deste 
teorema pode ser exposto da seguinte forma: 

1) Os limites dentro dos quais a frequencia abso- 
luta do acontecimento casual E pode ser esperada com 
dada probabilidade, aumentam indefinidamente com o 
numero de observagoes. 

2) Os limites dentro dos quais a frequencia rela- 
tiva do acontecimento casual E pode ser esperada com 
dada probabilidade, diminuem indefinidamente com o 
numero de observagoes. 

Este teorema nos permite predizer o resultado quan- 
do as probabilidades de E nas diferentes series sao co- 
nhecidas. Existe tambem a inversao deste teorema e 
per ela podemos inferir, da frequencia observada do 
acontecimento E, a media desconhecida das probabili- 
dades. 

Esta inversao diz que a melhor determinagao da 
m^dia desconhecida das probabilidades do acontecimento 
casual E e dada pela frequencia relativa de E na serie 
inteira. Aumentando o numero de observagoes, podemos 
tornar o erro desta determinagao tao pequeno quanto 
quizermos. 

Poisson, que era discipulo de Laplace e viveu na pri- 
meira metade do s^culo passado, provou o seu teorema 
por meio de uma analise mais ou menos complicada e 
que pode ser encontrada em muitos manuais sobre o 
cdlculo de probabilidade. Alguns autores cometem o erro 
de provar primeiro o teorema de Bernoulli e entao apre- 
sentar a demonstragao do teorema de Poisson, tal como 
foi feita por este. Parece-me que devemos seguir uma 
destas duas alternativas: ou deduzimos primeiro o teo- 
rema de Poisson e obtemos depois o de Bernoulli como 
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uma especializagao, ou tomamos o caminho inverse^ e 
provamos o teorema de Poisson como uma generalizagao. 
£ importante compreender a estreita relagao existente 
entre estes dois teoremas, pois ela se torna obscura quan- 
do sao deduzidos independentemente. 

Poisson denominou o seu teorema "la loi des grands 
nombres", a lei dos grandes numeros e atribuiu-lhe uma 
importancia algo exagerada. A utilidade desse teorema 
e limitada pelo fato de que as quantidades que deter- 
minamos sao medias de outras probabilidades desconhe- 
cidas. Sem duvlda e preferivel tornar a base de expe- 
riencia tao grande quanto possivel, mas muitas vezes 
e mais instrutivo agrupar cuidadosamente os fatos do 
que simplesmente aduzir alguns fatos nao analisados, A 
lei dos grandes numeros e citada com mais frequencia 
na linguagem diaria que nos trabalhos cientificos. 

7) O teorema de Bernoulli e a experiencia — O 
teorema de Bernoulli nos capacita a responder a questao 
de saber se existem na experiencia real acontecimentos 
aos quais se apliquem as proposigoes do calculo de pro- 
babilidade. Esta questao diz respeito a significagao obje- 
tiva do calculo de probabilidade. Uma unica observa- 
gao sobre o acontecimento casual E com a probabilidade 
p nao pode servir de base para uma resposta, porque 
tanto E como E' podem ser observados, seja qual for 
o valor de p. 

As condigoes sao diferentes quando temos que lidar 
com uma serie de observagoes, pois neste caso o teorema 
de Bernoulli declara ate que ponto a frequencia relativa 
observada de E se aproxima do valor de p. Existem na 
natureza acontecimentos que concordam com este teo- 
rema? Os srs. observarao que esta questao implica em 
uma nova definicao dos acontecimentos aos quais faz 
referenda o calculo de probabilidade: acontecimentos 
casuais sao aqueles aos quais se aplica o teorema de 
Bernoulli. Todos os outros atributos dos acontecimen- 
tos casuais sao irrelevantes, principalmente a presenga 
da ignorancia em relagao a causalidade dos acontecimen- 
tos. Se o processo de selegao pelo qual os casos indivi- 
duais sao trazidos a nossa cbservagao for uma realiza- 
cao do acaso logico, o teorema de Bernoulli sera vdlido 
e esta questao pode ser decidida quando se esta de posse 
dos dados necessarios. 
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Observamos a frequencia do acontecimento casual E, 
cuja probabilidade e conhecida e calculamos certas quan- 
tidades com base nos resultados observados. As mesmas 
quantidades sao encontradas pelas nossas formulas e a 
concordancia entre os valores observados e os valores 
calculados prova a corregao da suposigao sobre a qual se 
baseiam essas formulas. Sempre que desejamos por a 
prova uma hipdtese relativa a acontecimentos objetivos, 
procedemos da seguinte forma: comparamos os resulta- 
dos da observagao com os dos nossos calculos e vemos 
entao no acordo ou desacordo, respect!vamente, a con- 
firmagao ou refutagao das nossas hipoteses. 

As condigoes sob as quais o acontecimento E e obser- 
vado devem ser constantes e a probabilidade p deve ser 
conhecida com exatidao. A ultima exigencia exclue os 
experimentos com mcedas ou dados, pois as irregulari- 
dades na forma e a falta de homogeneidade nos impedem 
de determinar as probabilidades de um certo dado ou 
de uma certa moeda. A loteria parece oferecer u mexem- 
plo quasi perfeito da retirada ao acaso de uma bola de 
uma urna. Em razao dos interesses financeiros que en- 
volvem, essas retiradas sao feitas com grandes cuidados 
e sob fiscalizagao, de maneira que o seu carater casual 
fique tao garantido quanto possivel. 

G. Th. Fechner, cujo nome e conhecido por todos 
os srs. como fundador da psicofisica, estudou os resulta- 
dos da loteria na Saxonia, e encontrou uma concordan- 
cia satisfatoria entre os resultados e os seus calculos. 
A mesma concordancia foi encontrada por Czuber nas 
loterias de Praga e Bruenn. De um modo geral, pode- 
mcs dizer que os resultados dos cdlculos e das observa- 
goes concordam em todos os casos em que o material 6 
suficientemente grande e cuidadosamente coligido. Dai 
podemos tirar a conclusao de que na experiencia real se 
pcdem encontrar acontecimentos que possuem o carater 
fortuito exigido pelo calculo de probabilidade. 

O teorema de Bernoulli e de grande alcance, dada 
a sua importancia, mas nao e uma lei natural, nem deve 
ser interpretado metafisicamente. E apenas uma pro- 
posigao matem^tica e difere do famoso teorema de que 
duas vezes dois sao quatro somente pelo grau de com- 
plexidade. Nao devemos tambem acreditar que podemos 
aplica-Io sempre que a nossa ignorancia quanto a causa- 
lidade dos acontecimentos f6r completa. A aplicagao 
destc teorema nao se baseia na ignorancia, mas em in- 
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formaQoes definidas que justificam a suposigao de que 
estamos tratando de um acontecimento casual de pro- 
babilidade constante. Precisamos firmar bem este pon- 
to. Existe um argumento a favor da constancia das con- 
dicdes quando os acontecimentos dependem de um com- 
plexo que e diretamente dado e diretamente observavel, 
tal como acontece com o ato de retirar bolas de uma 
urna ou cartas de um baralho. Na maioria dos outros 
casos, teremos que nos satisfazer com a declaracao ne- 
gativa de que ds experimentos foram cuidadosamente 
executados e de que nao ha razoes para supor aue se 
tenha dado uma alteragao das condicoes. A experiencia 
logo nos mostrara se a nossa suposigao e certa ou errada. 

O teorema de Bernoulli nao da certeza de que o 
resultado se situara dentro de determinados limites. 
Eala apenas de uma probabilidade. Aumentando o mi- 
mero de observaqoes, podemos fazer com que essa pro- 
babilidade se aproxime tanto quanto quizermos da uni- 
dade, mas permanece sempre a possibilidade de que a 
nossa espectativa nao se realize. 

O teorema de Bernoulli nao regula o curso dos acon- 
tecimentos, como uma lei da natureza. Nao existe uma 
forqa misteriosa que obrigue os acontecimentos fortuitos 
a manter certas percentagens. Muita gente acredita 
que um acontecimento tern mais possibilidades de se dar 
quando deixa de acontecer por algum tempo. Na roleta, 
quando a mesma cor, o vermelho, por exemplo, sai algu- 
mas vezes sucessivamente, muitos jogadores apostam no 
preto, porque acreditam que esta cor tern mais possibi- 
lidade de dar, como consequencia das rodadas preceden- 
tes. Esta superstiqao e conhecida pelo nome de "matu- 
ridade das possibilidades" e serve de assunto para infin- 
daveis discussdes entre os frequentadores de casinos. 
Este ponto de vista esta em franca contradiqao com o 
postulado do calculo de probabilidade de que os lances 
sao independentes entre si e que o resultado de um 
lance nao e influenciado por coisa alguma que haja su- 
cedido antes. Se o acontecimento casual E se verificou 
com uma frequencia menor que a esperada, o teorema 
de Bernoulli absolutamente nao afirma que se dara com 
maior frequencia nas ultimas partes da serie. 

Os jogadores podem tentar a sorte com a maturi- 
dade das possibilidades. Mais cedo ou mais tarde veri- 
ficarao que esse metodo de apostar e tao bom quanto 
jogar no primeiro numero que nos vem a mente. Parece 
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que esse ponto de vista esta, de certa forma, relacionado 
com as nogoes populares sobre acaso e probabilidade, ^s 
quais me referi mais acima. £ surpreendente, entre- 
tanto, que este ponto de vista seja compartilhado por 
pessoas que nao deviam cometer tal erro. H. Bruns, um 
dos eminentes autores que escreveram sobre o calculo de 
probabilidade, formulou-o como um axioma, que deno- 
minou "a exaustao igual dos casos", mas uma ideia nao 
se torna mais convincente por ter sido apresentada como 
uma formula. A ideia da exaustao igual dos casos con- 
tem um elemento de verdade, tanto que suspeitamos que 
alguma coisa deve estar errada nos nossos calculos quan- 
do as frequencias observadas diferem muito das que es- 
peramos. Uma nogao estreitamente ligada a exaustao 
igual dos casos e a "casualidade da natureza", apresen- 
tada por alguns autores ingleses. Nenhum deles, entre 
tanto, deu-se ao trabalho de definir precisamente a ca- 
sualidade da natureza, como fez Bruns com a sua exaus- 
tao igual dos casos, e asim e dificil perceber o que real- 
mente querem dizer com isso. 

8) Amostragem representativa — Suponhamos que 
esteja a venda uma certa quantidade de trigo e que 
queiramos saber o prego que corresponde a sua quali- 
dade. Evidentemente e imposivel examinar todo o lote, 
e assim baseamos o nosso julgamento em amostras tira- 
das de partes diferentes. Consideramos a qualidade do 
trigo da amostra como representativa de todo o lote e 
estamos prontos a pagar o prego correspondente. 
Que queremos dizer quando afirmamos que a amostra e 
representativa do lote todo e em que condigoes se jus- 
tifica essa suposigao? 

Consideremos uma classe C que contem n elementos 
e esta dividida em duas sub-classes Ci e Co, que sao mu- 
tuamente exclusivas de maneira que cada elemento de 
C tenha que pertencer quer a Ci quer a Co. O numero 
de elementos de Ci e m e o de Co e n-m. Tomamos ao 
acaso s elementos de C e verificamos que t desses ele- 
mentos pertencem a Ci e s-t elementos pertencem a Co. 
Tal grupo 6 chamado uma amostra ao acaso. 

Falamos de uma amostra representativa da classe 
de que 6 tirada quando a proporgao de elementos per- 
lencentes k sub-classe Ci tanto na amostra como na 
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classe C e igual ou aproximadamente igual. Em 
outras palavras: as diferengas entre as frequencias rela- 

m t 
tivas — e — devem ser suficientemente pequenas. Tres 

6 
fatores entram no problema. 

O primeiro e a probabilidade com que podemos es- 
perar que a amostra realmente seja representativa da 
classe. Desejamos que isso se aproxime tanto quanto 
possivel da certeza. 

O segundo e o grau de diferenga entre as frequencias 
m t 

relativas — e — que estamos dispostos a tolerar. Este 
n s 

ponto e frequentemente decidido com base em razoes 
praticas. 

O terceiro ponto diz respeito ao numero s de ele- 
mentos que a amostra contem. Este numero nao deve 
ser nem muito pequeno nem muito grande. Se for pe- 
queno demais, a amostra podera nao ser representativa, 
e se for muito grande, as dificuldades em coligir e exa- 
minar a amostra serao consideraveis. 

A relagao entre esses fatores e dada pelo teorema 
de Bernoulli: quando dois destes fatores sao dados, e 
possivel calcular o terceiro. Em muitos casos, estare- 
mos interessados no tamanho da amostra, o que signi- 
fica quantos elementcs de C teremos que coligir afim de 
conseguir uma amostra representativa. Em outros casos 
queremos saber qual e a probabilidade de que uma amos- 
tra de um dado tamanho seja representativa de toda a 
classe, o que significa que o segundo e o terceiro fato- 
res sao dados e P deve ser encontrado. 

Esta definicao de amostragem pode ser aplicada 
tambem ao caso em que a classe C tern um numero qual- 
quer de sub-classes Ci, C2, C3, ... Uma amostra tirada 
de C sera representativa da classe toda se as frequencias 
relativas dos elementos pertencentes as sub-classes 
C2, C3 ... forem as mesmas ou aproximadamente as 
mesmas na classe C e na amostra. 

A teoria da amostragem e uma das partes mais 
fascinantes do calculo de probabilidade. E de importan- 
cia relevante na biologia e na psicologia. Para decidir 
se uma amostra e realmente representativa do grupo do 
qual foi tirada, e precise possuir intimo conhecimento 
dos fatos a serem investigados. O valor de um teste de 
inteligencia aplicado a um grupo de escolares de Sao 
Paulo depende inteiramente de saber se o grupo e repre- 



— 147 — 

sentativo das criangas desta cidade. Somente uma pes- 
soa que possua conhecimento intimo dessas crian^as 
pode formular um julgamento quanto a esse ponto. 

Muitos investigadores usam indistintamente os ter- 
mos amostra ao acaso e amostra representativa. Em 
certo sentido isso e correto, pois nao nos sera possivel 
obter uma amostra representativa se arbitrariamente 
aceitarmos alguns elementos e rejeitarmos outros. De- 
vemos formular as regras para coligir as amostras e se- 
gui-las rigorosamente. Se aceitarmos todos os elemen- 
tos de C que se apresentarem, teremos certeza de que 
a escolha da amostra possue o carater de acaso subje- 
tivo, mas isso nem sempre basta. Frequentemente acon- 
tece que as nossas normas de sele^ao favorecem uma ou 
outra sub-classe e entao a nossa amostra nao tern a 
mesma constituigao que o grupo que pretende represen- 
tar. Creio que os problemas teoricos da biologia e da 
psicologia sao tao urgentes e importantes quanto qual- 
quer problema prdtico da industria e do comercio. A 
prova de que a nossa teoria da amostragem nao 6 me- 
ramente uma especulagao vazia de sentido, tornar-se-a 
mais convincente se Ihe demonstrarmos o valor pratico. 
No primeiro exemplo, o valor monetario da amostragem 
correta e demonstrado pela economia anual de milhoes 
de cruzeiros. 

Consideremos os artigos produzidos em serie, tais 
como as partes de um telefone. preciso usar de gran- 
de cuidado na manufatura dos transmisores de carbono. 
Uma grande fabrica produz cerca de dois milhoes desses 
transmissores por ano. £ evidentemente impossivel pas- 
sar cada um deles por uma prova completa de laborato- 
rio. £ igualmente pouco pratico tornar o processo de 
fabricagao tao exata que todos os transmissores sejam 
perfeitos. O custo seria proibitivo e os freguezes se ne- 
gariam a comprar. Se, por outro lado, fosse vendido 
um niimero excessive de transmissores defeituosos, o pre- 
juizo da companhia seria desproporcionadamente gran- 
de. Seria um nunca acabar de reclama?6es dos fregue- 
zes sobre a ma qualidade dos transmissores. A maneira 
de resolver essa dificuldade 6 examinar uma pequena 
parte da produgao — uma amostra — e verificar qual 
a percentagem de transmissores defeituosos. Se as pro- 
vas forem aplicadas a uma amostra representativa, po- 
demos ter certeza de que a produgao total serd de iden- 
tica qualidade. 
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O exemplo seguinte podia ter sido tirado de um ro- 
mance policial. O sr. Locard, diretor do laboratorio de 
pesquisas da policia de Lyon, Franga, teve que prestar 
auxilio em uma investigagao contra alguns individuos 
acusados de fabricar moeda falsa. Ele retirou a poeira 
existente nas roupas desses homens por meio de um po- 
deroso aspirador e submeteu-a a uma analise quimica. 
Verificou-se que a poeira continha estanho, antimonio e 
chumbo nas mesmas proporgoes que as moedas de cuja 
fabricagao haviam sido acusados. Neste caso, o fato 
de que uma amostra tern a mesma constituigao que uma 
classe dada, e considerado como prova da origem comum 
da amostra e da classe. Os tres metais depositaram-se 
nas roupas dos acusados na ocasiao em que trabalhavam 
na fabricagao de moedas e e dificil imaginar qualquer 
outra explicagao. 

O tamanho da amostra 6 determinado pelo teorema 
de Bernoulli. A exigencia de que o tamanho da amostra 
seja consideravel nao significa que a amostra deva ser 
consideravel em comparagao com a classe de que foi 
tirada. Muitas das classes com que lidamos na biologia 
e na psicologia sao infinitas, e nenhum exemplo finito, 
seja qual for o seu tamanho, sera consideravel quando 
comparado com uma classe infinita. As palavras "sufi- 
cientemente grande" devem ser tomadas no seu estrito 
sentido teorico. 

Quando uma amostra nao apresenta a constituigao 
que esperamos, concluimos que o processo de selegao nao 
foi uma coleta ao acaso, ou que inadvertidamente tira- 
mos a amostra de outra classe. Podemos tambem expor 
o caso desta maneira: o nosso raciocinio esta correto, 
mas as condigoes realmente existentes nao correspon- 
dem as suposigoes em que se baseia o nosso raciocinio 
matematico. E assim que se raciocina em todos os casos 
dessa especie, desde a raiva de Galiani ao verificar que 
estava sendo logrado no jogo dos dados ate o argumento 
de Cournot, de que o nosso conhecimento das leis da 
natureza se baseia na observagao da coexistencia e su- 
cessao de acontecimentos que nao podem ser explicados 
pelo acaso. 

importante que se familiarizem com este racio- 
cinio, que e usado em todos os casos em que se empre- 
gam os metodos estatlsticos e que merece a nossa espe- 
cial atengao. Todos conhecem, atraves de experiencias 
mais ou menos agradaveis, as taboas de logaritmos. 
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Uma dessas taboas da os logaritmos da fungao trigono 
metrica tangente. Ha duas maneiras de computar esses 
numeros. A primeira consiste no chamado m^todo dire- 
to, que da multo trabalho, ao passo que o segundo m§- 
todo consiste em encontrar a diferenga entre os loga- 
ritmos do seno e do co-seno, o que exige apenas uma 
subtragao. Pode-se demonstrar que os valores encon- 
trados por este ultimo metodo, em um quarto dos casos 
nao sao corretos em relagao a ultima casa decimal. 

Os valores que figuram na taboa sao uma amdstra 
da classe infinita de todos os valores. Existe uma linda 
colegao de tdboas dessa especie, conhecida por "Thesau- 
rus logarithmorum completus", de Vega. Examinando 
a taboa da tangente, verifica-se que jamais existe dife- 
renga entre esses valores e a diferenga entre os logarit- 
mos do seno e do co-seno. A conclusao, evidentemente, 
e que esses valores nao foram computados pelo metodo 
exato, mas sim pelo processo menos trabalhoso. 

£ importante compreender o papel desempenhado 
pelo cdlculo de probabilidade neste caso, porque d um 
caso tipico. Comegamos por tirar conclusoes quanto h 
frequencia que um acontecimento deve apresentar, se 
certas suposigoes forem corretas. Quando a observagao 
corrobora o resultado, tomamos esse fato com uma con- 
firmagao das nossas suposigoes e usamo-las com maior 
confianga. Uma falta de acordo entre os cdlculos e a 
observagao indica que as condigoes realmente existentes 
diferem de uma maneira ou de outra, daquelas sobre as 
quais baseamos os nossos calculos. A matemdtica nos 
leva ate esse ponto, mas nao vai adiante. Um ponto de 
vista relativo natureza desta diferenga deve ser basea- 
do em um conhecimento intimo do caso em aprego. 
Neste caso, o desejo de evitar um longo trabalho e facil 
de compreender e dificilmente se poderd duvidar da cor- 
regao da nossa interpretagao. 

Encontrar uma explicagao para a falta de acdrdo 
entre os cdlculos e as observagoes nao 6 problema que 
possa ser resolvido pela matemdtica. No caso em apre- 
go, constitue um pequeno problema de psicologia indivi- 
dual, pois compreendemos imediatamente que essa ligei- 
ra diferenga entre os valores encontrados pelcs dois m6- 
todos, pode escapar a observagao e que o autor de boa 
vontade escolheu o metodo que Ihe pouparia tan to tra- 
balho. Acreditamos compreender como trabalhou a 
mente do autor e compreendemos a razao do erro. No- 
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tem bem a diferenga existente entre este caso e o do 
livro de Ahmes, onde tinhamos que lidar com erros seme- 
Ihantes. Nao temos conhecimento suficiente da maneira 
pela qual trabalhava a mente do antigo egipcio que es- 
creveu esse livro e nao podemos formar um ponto de 
vista quanto a origem dos erros. 

9) As taboas de Tippet para coleta de amostras ao 
acaso. — Algumas das formulas usadas na estatistica sao 
apenas aproximadas; quanto a outras, sabe-se que sao 
corretas para series infinitas de observances, mas o seu 
emprego nas series finitas — e sao as unicas de que 
dispomos — da muito trabalho. No primeiro caso, dese- 
jamos conseguir informanoes quanto ao grau de apro- 
ximaQao alcangado nas nossas observances e no segundo 
desejamos saber que extensao deverao ter as nossas series 
de observanoes, para que sejam consideradas satisfato- 
rias. Nao nos sendo possivel determinar o valor de tal 
formula por meio do raciocinio abstrato, temos que sub- 
mete-la a prova da experiencia, aplicando-a a uma amos- 
tra cuja constituinao seja conhecida, e a respeito da qual 
possamos ter certeza de que e uma amostra ao acaso. 
Tal experiencia nunca pode ter o valor de uma demons- 
tranao abstrata, mas desde que e o unico meio que nos 
resta, temos que aceita-lo. Por essa razao e importante 
ter uma serie de dados dentre os quais possamos tirar, 
sem grande esforno, uma amostra ao acaso com a cons- 
titiunao que se desejar. 

£ dificil obter a casualidade por meio de aparelhos 
mecanicos. A experiencia do casino de Mar del Plata 
prova que grandes gastos, tanto em dinheiro como em 
proficiencia mecanica, nao garantem a casualidade. Ne- 
nhum experimentador poderia fazer despesas semelhan- 
tes; alem disso, os experimentos necessarios sao, para 
nao dizer mais, uma dura prova para a paciencia. Afim 
de evitar essas dificuldades, L. H. C. Tippett elaborou 
uma colenao de numeros de quatro algarismos, esco- 
Ihendo os numeros individuais do "Census Report". As 
taboas constam de 26 paginas e sao muito uteis para o 
estatlstico. 

Vou relatar-lhes as minhas experiencias pessoais com 
essas taboas, porque isso me dara uma oportunidade de 
explicar o raciocinio que se emprega em casos semelhan- 
tes. A minha experiencia mostra tambem que em as- 
suntos tao complicados nao se deve confiar muito nas 
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primeiras Impressoes. Uma rdpida inspe^ao de algumas 
p>artes da tabela deu-me a impressao de que o algarismo 
8 era favorecido e ocorria com frequencia maior que 
a esperada. Isto me levou a examinar a frequencia de 
todos os algarismos e contei quantas vezes cada um dos 
algarismos 0, 1, 2, ... 9 ocorria nos primeiros 200 grupos 
de 160 numeros, em que se divide a taboa. 

16 

FIG. 2 

Si 2a 

O resultado mais provavel 6 que qualquer algarismo 
apare^a em um desses grupos de 160 numeros 16 vezes. 
As frequencias reais dos algarismos diferem amplamen- 
te, e os valores observados vao de 6 a 29. As probabi- 
lidades dos resultados diminuem rapidamente quando a 
distancia entre o resultado mais provavel, ou seja, 16, 
aumenta. A Fig. 2 nos dd uma representagao grafica 
dos resultados. Os valores das frequencias de 6 a 29 
sao dados na abcissa e a ordenada da o niimero de 
vezes que cada resultado fol observado. Os pontos obti- 
dos por essa fdrma foram unidos por linhas retas. A 
curva lisa indica quais deveriam ser essas frequencias 
de acdrdo com os cAlculos feitos segundo a nossa formula. 
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Ao examinar a Fig. 2, a primeira impressao e de 
que a curva teorica se adapta perfeitamente aos dados. 
Para julgar graficos desta especie e precise desenvolver 
uma atitude de espirito especial mixto de critica e de 
resignagao. Uma adaptacao satisfatoria a todos os res- 
peitos e uma rara excegao. O curso irregular das linhas 
que ligam os valores mais altos no centro da figura e 
um defeito conspicuo, mas nao serio. As probabilidades 
dos resultados que se situam nas vizinhangas do resul- 
tado mais provavel nao diferem muito, e nao e de sur- 
preender que a curva seja irregular. E muito mais serio 
o fato de que, a esquerda do resultado mais provavel, 
grande parte da curva teorica esteja abaixo dos valores 
observados, enquanto que a direita acontece o oposto. 
A matematica do teorema de Bernoulli nos permite pre- 
ver essa assimetria, e assim podemos dizer que, de um 
modo geral, esta parte da nossa inspegao demonstrou 
existir acordo satisfatorio entre os calculos e a obser- 
vagao. 

O passo seguinte ccnsiste em computar as frequen- 
cias observadas. Eis aqui os resultados: 

Aqui, ncvamente, a primeira impressao e favoraveL 
As frequencias observadas aglomeram-se densamente ao 
redor do valor mais provavel e situam-se todas dentro 
de um intervalo cuja amplitude e 0,730; alem disso, o 
valor mais provavel se encontra muito proximo do cen- 
tre desse intervalo. Uma inspegao mais rigorosa mostra 
que os primeiros algarismos de 0 a 4 sao decididamente 
favorecidos em detriment© dos ultimos. E e interessante 
notar que a frequencia do algarismo 8, que suspeitava- 
mos ser excessivamente grande, mostrou ser menor que 
o valor mais provavel e situou-se entre as menores fre- 
quencias encontradas. 

O ultimo passo consiste em comparar os valores 
observados de algumas quantidades com os obtidos por 
meio de calculos, sob a suposigao de que o aparecimento 
de um certo algarismo e um acontecimento casual de 
probabilidade 0,1. Ha varias quantidades dessa especie 

0 16,255 
1 15,805 
2 16,225 
3 16,325 
4 16,080 

5 15,940 
6 15,595 
7 15,740 
8 15,890 
9 16,140 
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& nossa disposiQao; escolhemos os chamados desvio me- 
dio e desvio padrao. Sem entrar nos detalhes do pro- 
cesso de definir e calcular essas quantidades, apresento 
aqui os resultados: 

A diferenga entre os valores calculados e observa- 
dos e menos que 1 % e nao deixa duvida quanto ao alto 
grau de concordancia entre os resultados. 

A diferenga entre as frequencias dos primeiros e dos 
ultimcs algarismos poderia ter sido evitada se Tippett 
tivesse extraido os seus dados nao de uma estatistica re- 
lativa a populagao, mas de uma outra compilagao de 
numeros, como por exemplo, as taboas de logaritmos. 
As frequencias dos numeros 0 a 9 na decima casa, por 
exemplo, diferem apenas ligeiramente de 0,1 e os dados 
delas extraidos constituiriam material ainda mais per- 
feito para uma coleta ao acaso. 

10) Uso das tabelas de Tippett na Psicofisica — O 
problema fundamental da psicofisica sera facilmente 
compreendido por qualquer pessoa que tenha passado 
por um exame da vista. O oculista submete o seu cliente 
a certos experimentos e depois receita os oculos que, com 
surpreza dos nao iniciadcs, geralmente sao satisfatorios. 
A acuidade visual e medida com base no tamanho das 
menores letras que o cliente e capaz de ler a uma certa 
distancia, em condigoes padronizadas. A relagao entre 
a acuidade visual, determinada por essa forma, e o grau 
das lentes destinadas a corrigir um determinado defeito 
de visao e uma questao de experiencia. O processo expe- 
rimental 6 uma adaptagao do chamado metodo da mi- 
nima diferenga perceptivel ao problema particular dos 
defeitos da visao. 

A sensibilidade dos outrcs sentidos pods scr medida 
da mesma forma. 

Ha outros processes, conhecidos tecnicamente como 
mdtodes psicofisicos, que servem tambem para medir a 
acuidade sensorial. Alguns deles sao comodos e podem 
ser organizados em uma rotina, que resiste a prova da 
experiencia, como no caso do mdtodo das minimas dife- 
rengas perceptiveis, nas maos do oculista. Outros pro- 

Observado 
Desvio medio: 3,057 
Desvio padrao: 3,816 

Calculado 
3,028 
3,795 
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cessos sao mais complicados, mas parecem prometer re- 
sultados mais seguros. dificil decidir quanto aos me- 
ritos e demeritos desses metodos, pois a coleta do ma- 
terial experimental necessario exige grande dispendio de 
energia e tempo. 

O psicologo, ao investigar um problema relativo ^ 
precisao da percepgao sensorial, tern a sua disposigao di- 
versos metodos, entre os quais, pode escolher. E quasi 
um lugar comum dizer que devera nesse caso, e:colher o 
processo que garanta os melhores resultados com um 
minimo de trabalho. Mas essa solugao ideal quasi nunca 
existe. A obtengao dos melhores resultados geralmente 
exige uma extraordinaria quantidade de trabalho, ao pas- 
so que um resultado mais ou menos duvidoso pode ser 
obtido com pequeno esforgo. A^sim, ve-se o investigador 
diante de um problema que, afinal, se reduz a um caso de 
conciencia. Decidir quanto ao valor relativo de diversos 
metodos psicoflsicos nao e facil; Forrest E. Lindner pro- 
poe-se o problema de resolver essa questao relativamente 
a quatro processos. A sua tecnica baseia-se nas tabelas 
de Tippett e o seu raciocinio e o seguinte: 

Quando um estimulo de pequena intensidade e apre- 
sentado a um orgao sensorial, o sujeito algumas vezes 
percebe a estimulagao, outras vezes deixa de percebe-la, 
sem que seja possivel prever o resultado de um experi- 
mento particular. Este e o caracteristico formal de um 
acontecimento casual, e podemos supor que, sob condi- 
goes bem definidas, existe uma probabilidade constante 
de que um estimulo de dada intensidade sera percebido 
pelo sujeito. Quanto mais intense o estimulo, maior a 
probabilidade de que seja percebido. Essa probabilida- 
de difere de pessoa para pessoa e depende do estado dos 
orgaos sensoriais e da constituigao psicofisica do sujeito. 
Para os estimulos intensos, essa probabilidade se apro- 
xima da unidade, o que significa que e quasi certo que 
o estimulo sera percebido. 

A maneira pela qual essas probabilidades mudam 
conforme a intensidade do estimulo e caracteristica do 
individuo cuja sensibilidade desejamos determinar. Lin- 
der imagina um sujeito cuja sensibilidade seja exata- 
mente conhecida, e usa as tabelas de Tippett para en- 
contrar os resultados que apresentarao certas observa- 
goes relativas a esses acontecimentos casuais. Lindner 
selecionou 6 estimulos com intervalos iguais: —2,00, 
—1,20, —0,40, -}-0,40, +1,20, +2,00. As probabilidades 
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de que essa pessoa imaginaria perceba esses estimulos 
sao 0,0228, 0,1151, 0,3446, 0,6554, 0,8849, 0,9772. Esses 
resultados serao provavelmente obtidos se fizermos 50 
experimentos com cada um desses estimulos. 

No trabalho pratico, essas probabilidades sao desco- 
nhecidas e teem que ser determinadas experimental- 
mente. As observagoes necessArias para isso duram va- 
rios meses e, alem disso, 6 dificil conservar constantes 
as condigoes. A Tabela de Niimeros Colhidos ao Acaso, 
de Tlppett, nos permite coligir, com pouco trabalho, uma 
s6rie de dados isentos da suspeita de que as condigoes 
tenham mudado, e ao mesmo tempo nos possibilita en- 
contrar as probabilidades que procuramos. Considere- 
mos o estimulo —2,00, para o qual a probabilidade de 
ser percebido 6 0,0228. Tomamos amostra, colhida ao 
acaso, de 50 niimeros e verificamos quantos dentre eles 
sao menores que 0,0228. Este mimero, dividido por 50 
constitue uma determinagao empirica da probabilidade. 
As probabilidades dos outros estimulos podem ser deter- 
minadas da mesma maneira. 

Determinagoes da mesma probabilidade baseadas em 
diferentes series de niimeros de Tippett apresentam va- 
riagdes, mas estas sao devidas exclusivamente ao acaso. 
Sao as variagoes casuais que o teorema de Bernouilli nos 
leva a esperar e nao subsiste suspeita alguma de que as 
condigoes possam ter variado em qualquer dos seus as- 
pectos. Esta 6 a vantagem do processo de Lindner sobre 
o metodo de execugao real dos experimentos. Coligir os 
dados necessArios, que devem ser numerosos, exige muito 
tempo e permanece sempre a suspeita de que as condi- 
goes experimentais possam ter mudado. t relativamente 
facil controlar as condigoes objetivas, mas as condigoes 
subjetivas — as que dependem da constituigao psico- 
fisica do sujeito — estao sujeitas a influencias pertur- 
badoras dificels de avaliar. Podemos citar como exem- 
plo a influencia da prAtica progressiva. A sua influen- 
cia pode ser evidenciada, mesmo quando o sujeito foi 
submetldo a uma longa s6rie de treinos, e, em um certo 
sentido, podemos dizer que a prdtica nunca atinge seu 
estAgio definitivo. A pratica apresenta rApidos progres- 
ses no inicio, ma's esses progressos tornam-se cada vez 
mais lentos, at6 que se atinge um estagio em que a sua 
influencia 6 tao pequena que pode ser negligenciada na 
maiorla dos casos prAticos. £ a este estagio mais ou 
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menos estacionario que se referem os investigadores 
quando falam em pratica completa. 

Os dados coligidos da maneira indicada por Lindner 
constituem o melhor material para comparar as van- 
tagens e desvantagens dos diferentes metodos psicofisi- 
cos. Nao e possivel entrar aqui nos pormenores das ana- 
lises de Lindner, mas queremos citar apenas o fato de 
que, em resultado das suas investigagoes, conseguiu esta- 
belecer um processo que da boas esperangas de mos- 
trar-se util sob determinadas condigoes. 

11) A equacao decimal — A peculiaridade dos pro- 
blemas agrupados sob este titulo ficara melhor explicada 
se examinarmos uma investigagao psicologica que rea- 
lize! com grandes grupos de alunos, em colaboragao com 
o meu amigo, Prof. R. M. Yerkes. Pedia-se aos sujeitos 
que avaliassem em segundcs a duragao de um intervalo 
de tempo que ia de cerca de 1/4 de minuto a um minuto 
e meio. O inicio e o fim dos intervalos eram marcados 
por sinais acusticos e pedia-se expressamente aos sujei- 
tos que dessem o resultado em segundos. Foram avisa- 
dos, naturalmente, de que nao deviam usar nenhum 
meio auxiliar para medir o tempo, como por exemplo 
contar as batidas do coragao. Os sujeitos sabiam que a 
finalidade do experimento era investigar o sentido do 
tempo e nao ha duvida de que procuraram conformar-se 
com as nossas instrugdes. 

Os resultados mostraram que os numeros 0 e 5 ocor- 
riam com muita frequencia e uma investigagao mais 
detalhada provou que as estimativas de 1/4, 1/2 e 3/4 de 
minuto, bem como de um minuto, excediam em frequen- 
cia todas as outras, A explicagao e que os sujeitos nao 
avaliavam o tempo em segundos, ccmo haviamos pedido, 
mas usavam o intervalo de minuto, com que estamos 
mais familiarizados. Os srs. observarao que a argumen- 
tagao, neste caso, corresponde exatamente a apresen- 
tada por Gauss ao provar que certas irregularidades exis- 
tentes na taboa de logaritmos de Vega sao devidos ao 
desejo de poupar trabalho. O ponto de partida e o fato 
de que as observagoes nao concordam com a nossa es- 
pectativa baseada na probabilidade, A matematica nos 
leva somente ate esse ponto, mas encontrar uma expli- 
cagao nada tern absolutamente que ver com a matema- 
tica. 
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Em um grande grupo de dados compilados de ma- 
neira inteiramente mec§.nica, todos os algarismos de 0 a 
9 teem mais ou menos a mesma frequencia. Quando a 
constituigao psicofisica do homem entra em jogo, as 
frequencias dos algarismos diferem e esse fato e cha- 
mado equacao decimal. Se pedirmos a uma pessoa que 
diga mimeros ao acaso — isto e, o primeiro numero que 
Ihe vem a mente — logo verificaremos que existe uma 
predilegao por certos numeros. A equagao decimal e 
diferente em campos diversos e em alguns casos pode- 
mos explica-la, ao passo que em outros nenhuma expli- 
ca^ao e encontrada. Examinaremos dois casos em que 
a explicagao apresenta consideravel interesse psicolo- 
gico. 

Muitas sao as ocasioes em que temos de responder 
a uma pergunta relativa a nossa idade. Uma delas e o 
recenseamento, no qual as autoridades fazem essa per- 
gunta, porque a distribuigao das idades e um aspecto 
importante para o estudo da populagao de um pais. 

Dar uma resposta veridica a essa pergunta dificil- 
mente pode ter qualquer consequencia desagradavel, ex- 
ceto para as poucas pessoas que temem que seus caros 
amigos venham a descobrir-lhes a idade verdadeira. Ao 
responder a essa pergunta, nao notamos uma preferen- 
cia consciente por este ou aquele numero. Todos os adul- 
tos sabem a propria idade e assim seria de esperar que 
os resultados do recenseamento fossem bastante exatos 
quanto a esse ponto. Entretanto, nao e isso o que acon- 
tece. Entra em agao uma influencia qualquer que leva 
as pessoas a preferir os numeros que terminam em zero 
ou, com menor frequencia, com cinco. Quanto mais 
baixo o nivel cultural da populagao, mais forte e essa 
influencia. Levou algum tempo antes que os estatis- 
ticos descobrissem a existencia dessa equagao decimal e 
encontrassem um meio de evita-la. O remedio e muito 
simples: nao se deve perguntar a idade, mas sim a data 
do nascimento. Nos recenseamentos obtidos por essa for- 
ma nao se encontra a equagao decimal. 

Nao dispomos de meios para estudar a distribuigao 
das idades nas populagoes desaparecidas da terra ha 
muito tempo. Mas o curioso e que podemos provar que 
certos dados, velhos de centenas de anos, indicam uma 
equacao decimal semelhante a encontrada nos dados re- 
ferentes k nossa 6poca. A maioria dos dados relatives 
^s idades das pessoas estk fadada a desaparecer dentro 



— 158 — 

de pouco tempo, mas existe um grupo de dados que per- 
dura por um tempo muito longo, quasi ilimitado: as ins- 
crigoes tumulares. Possuimos uma notavel colegao de 
InscriQoes latinas — o Corpus Inscriptionum Latinarum 
— que pretende dar uma relagao completa de todas as 
inscrigoes latinas. Entre elas estao as inscrigoes tumu- 
lares, a maioria das quais da a idade do morto. As idades 
mencionadas nas pedras tumulares encontradas na Ita- 
lia foram colecionadas e os dados mostram uma pre- 
dilegao por certos algarismos, predilegao essa quasi igual 
a que observamos nos recenseamentos contemporaneos. 

A seguinte tabelazinha expoe os fatos referentes & 
equagao decimal nos dados relativos a idade das pessoas. 
Os dados russos referem-se ao recenseamento de 1897. 
Os dados americanos referem-se ao Recenseamento dos 
Estados Unidos de 1880. Os dados dos estados de Mi- 
chigan e Alabama foram elaborados separadamente, mas 
deram exatamente a mesma ordem de preferencia pelos 
algarismos. Os numeros estao dispostos em ordem de- 
crescente de preferencia, de maneira que o numero de 
frequencia maior aparece primeiro e o de frequencia 
menor vem em ultimo lugar. 

Ordem Odessa Alabama Estados Tumulos 
Michigan Unidos romanos 

I 0 0 0 0 
II 5 5 5 5 

III 2 8 8 8 
IV 9 2 2 2 
V 8 9 9 3 

VI 3 3 6 7 
VII 6 6 3 6 

VIII 4 4 4 4 
IX 7 7 7 9 
X 1 1 1 1 

As posigoes dos algarismos 0, 5, 4 e 1 sao as mesmas 
em todas as colunas. Nas colunas correspondentes a 
Alabama-Michigan e Estados Unidos, somente a ordem 
dos algarismos 3 e 6 muda. Os dados desta tabela nao 
deixam duvida quanto a afirmagao de que a idade das 
pessoas sofre uma influencia cujo carater geral perma- 
nece praticamente inalterado atraves do tempo. A equa- 
gao decimal encontrada para os Estados Unidos difere 
menos da encontrada nos dados dos tumulos romanos 
que da de Odessa. O carater dessa influencia pode ser 
descrito pela seguinte forma: 
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O algarismo zero tem a maior frequencia, provavel- 
mente devido k tendencia a arredondar a idade. O mes- 
mo motivo resulta na preferencia pelo algarismo 5. Os 
algarismos contiguos aos mais favorecidos apresentam 
a tendencia de aparecer com baixas frequencias. Isto 
explica cabalmente os dados encontrados nas pedras tu- 
mulares romanas, onde os algarismos 1, 9, 4 e 6 ocu- 
pam os liltimos lugares. A discussao dos dados contem- 
poraneos nao e tao facil. A maior diferenga entre os da- 
dos russos e americanos consiste no fato de que o alga- 
rismo 8 e deslocado do terceiro para o quinto lugar. 

Voltemo-nos agora para o estudo da equagao deci- 
mal nas observagoes astronomicas sobre o movimento 
das estrelas. O campo de visao do telescopio, sobre o 
qual a estrela se move, e dividido por fios paralelos e o 
astrdnomo tem que observar o moment© em que a es- 
trela cruza o fio central. Ele olha para o relogio, anota 
a hora ate os segundos e comega a contar as batidas dos 
segundos, sempre olhando para a estrela que estd cru- 
zando o campo. Anota mentalmente a posigao da es- 
trela no segundo exatamente anterior ao momento em 
que ela cruza o fio central, e nota tambem a sua posigao 
no segundo que segue o cruzamento do fio. Faz uma es- 
timativa da posigao do fio entre esses dois lugares, em 
decimos de segundo, e esta fragao e somada a hora mar- 
cada pela batida do relogio antes que a estrela cruzasse 
o fio. Este e o chamado metodo "do olho e ouvido" de 
Bradley. O processo mental implicado nessas estimati- 
vas e evidentemente complexo e exige uma boa dose de 
prdtica antes que alguem se possa julgar um bom ob- 
servador. 

A duragao do intervalo de tempo varia entre 0,0 
e 1,0 segundo. Mesmo observadores muito experimenta- 
dos cometem erros que se patenteiam nas frequencias 
desiguais dos numeros nas estimativas. Esta equagao 
decimal e diferente para observadores diversos e nao se 
consegue melhorar a qualidade da observagao pelo fato 
de informar o observador da sua predilegao por certos 
algarismos. f6ra de duvida que esta equagao decimal 
nao 6 produzida por uma peculiaridade dos instrumen- 
tos, e nem o observador tem consciencia da sua predile- 
gao por este ou aquele algarismo. Isto sugere que essas 
irregularidades sao devidas k constituigao psicofisica do 
observador. 
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I^a dois grupos de experimentos psicoflsicos que 
teem relagao direta com este problema. O primeiro e o 
chamado "experimento de complicagao", que trata da 
interferencia de estimulos oticos e acusticos. O sujeito 
senta-se em frente de um grande mostrador, cuja cir- 
cunferencia esta dividida por pequenas linhas em in- 
tervalos iguais. A ultima linha de cada dezena e um 
pouco mais longa e traz o numero respective. Sobre 
esse mostrador move-se um ponteiro com velocidade 
constante. Esse ponteiro e acionado por um mecanismo 
de relogio, de maneira que a sua velocidade pode ser al- 
terada a vontade. Em determinado momento, fiaz-se 
ouvir um som rapido e agudo, e o sujeito tern que mar- 
car o ponto em que estava o ponteiro quando o som se 
fez ouvir. 

O ponto do mostrador em que o som e percebido ra- 
ramente coincide com o momento em que o estimulo real- 
mente e produzido. Essas diferengas sao determinadas 
pela diregao da atengao, e cada marca distintiva da di- 
visao do mostrador age como uma incitagao a localizar 
o som nesse pento. Mesmo quando as linhas do mos- 
trador sao todas do mesmo comprimento e separadas 
por intervalos relativamente grandes, e muito raro que 
o som seja localizado nos intervalos. 

Os fios do telescopic desempenham o mesmo papel 
que as linhas sobre o mostrador, e devem influenciar as 
estimativas de maneira semelhante. A sua influencia se- 
ra menos pronunciada, uma vez que a velocidade com que 
a estrela se move atraves do campo de visao e menor que 
a do ponteiro do mostrador, mas temos razao para es- 
perar que a batida do relogio seja localizada com mais 
frequencia sobre um dos fios e, particularmente, sobre 
o fio critico colocado no centro do campo de visao. Isto 
significa que a estimativa zero tera uma frequencia su- 
perior a 0,1. A atragao exercida pelos fios do telescopic 
fci cbservada pelos astronomos que a denominaram: 
"aderencia da estrela ao fio". 

O segundo ponto que devemos tomar em conside- 
ragao e o conjunto de informagoes obtido nos experi- 
mentos relatives ao sentido do tempo. Muitos investi- 
gadores estudaram a nossa percepgao de pequenos in- 
tervalos de tempo e verificaram que as nossas estimati- 
vas sao mais seguras para intervalos de cerca de 0,6 a 0,7 
de segundo. Os intervalos menores sao superestimados 
e os maiores subestimados. Esses fatos foram estabeleci- 
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dos com base em experimentos realizados com numero- 
sos sujeitcs e podemos admitir que a an^Iise dos dados 
astronomico^ daria resultados semelhantes. A tabela que 
arresentamos se baseia em varios milhares de observagoes 
feitas por um astrdnomo muito experimentado. A pri- 
meira coluna dd as frequencias dos ddcimos de segundo 
correspondentes, e pode-se ver imediatamente que dife- 
rem consideravelmente do valor esperado 0,100. Nota-se 
tambem que nestes dados o algarismo 5 nao 6 favore- 
cido. A segunda coluna dd o intervalo que, em mddia, 
corresponde a estimativa. Vemos, por exemplo, que a 
estimativa 0,4 corresponde a um intervalo de 0,452 de 
segundo. Estes mimeros resultam de calculos muito fa- 
ce is, em cujos detalhes nao pretendo entrar aqui. 

Frequencia Intervalo 

0,0 0,192 0,000 
0,1 0,052 0,122 
0,2 0,125 0,211 
0,3 0,125 0,336 
0.4 0,109 0,452 
0,5 0,081 0,540 
0,6 0,044 0,611 
0,7 0,052 0,659 
0,8 0,144 0,757 
0,9 0,075 0,866 

A tabela mostra claramente a superestimativa dos inter- 
valos pequenos e a subestimativa a partir de 0,7. O pro- 
cess© pelo qual este astrdnomo estimou os intervales 
de tempo esta evidentemente de acdrdo com as normas 
que regem a nossa percepgao do tempo. 

12) O "Gallup Poll" e a medida da opiniao pu- 
blica. — Parece-me ma is conveniente nao traduzir as 
palavras "Gallup Poll" atd que se encontre um corres- 
pondente adequado para esse termo tecnico. A expres- 
sao "Gallup Poll" ("Inqudrito Gallup") quando tradu- 
zida na realidade 6 um processo destinado a averiguar o 
que pensa o povo de uma nagao. Para o "pollster" en- 
tusidstico, a opiniao publica d sempre importante, quer 
se refira aos mdritos das diversas marcas de dentifricios, 
quer k politica externa do pais. As informagoes relati- 
vas ao primeiro ponto sao importantes para o homem 
que pretenda vender dentifricio e um estadista que de- 
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seje dirigir a politica de acordo com os desejos do povo, 
precisa saber o que pensam os seus concidadaos. Abra- 
hao Lincoln dissei* "O que desejo fazer e aquilo que o 
povo quer que se faga e o problema para mim e como des- 
cobrir isso com exatidao". Mr. Gallup afirma que pode 
conseguir essas informagoes sem que seja necessario le- 
var cada cidadao a urna para depositar o seu voto. 

O seu metodo e a sua maneira de proceder podem 
ser rapidamente compreendidos por qualquer pessoa que 
tenha apanhado o sentido do teorema Bernoulli. 
Consiste simplesmente em arranjar uma amostra repre- 
sentativa de toda a populagao e colher as suas opinioes 
por meio de perguntas selecionadas de maneira adequa- 
da e referentes aos topicos do dia. Mr. Gallup tern um 
corpo de auxiliares que conta cerca de 300 pessoas trei- 
nadas para esse trabalho e espalhadas por todo o terri- 
torio dos Estados Unidos. Entrevistam 3.000 pessoas e 
as respostas que obteem sao consideradas como repre- 
sentativas das opinioes de toda a nagao, no dia em que 
sao dadas. O que e verdadeiro em relagao a toda a po- 
pulagao deve ser verdadeiro em relagao a amostra e vice- 
versa. Eis o argumento de Mr. Gallup. Suponhamos que 
haja em um barrll 7.000 feijoes brancos e 3.000 feijoes 
pretos bem misturados. Se retirarmos um punhado con- 
tendo 100 graos, teremos na mao aproximadamente 70 
feijoes brancos e 30 feijoes pretos e a amplitude do erro 
provavel pcde ser computada matematicamente. Se o 
barrll contiver muitos graos mais que o punhado, a pro 
porgao ficara dentro dessa margem de erro 997 vezes em 
mil. O in verso e igualmente verdadeiro; uma proporgao 
de 7 para 3 na mao significa uma proporgao de 7 para 
3 no barril. 

Este principio e obviamente correto e nao pretendo 
desperdigar com ele uma unlca palavra. A teoria e 
simples, mas a tarefa de encontrar uma amostra re- 
presentativa apresenta algumas dificuldades, que regis- 
tramos nos quatro itens seguintes. 

a) Os pontos de vista de um indivlduo dependem 
muito das suas condigoes sociais, pollticas e economi- 
cas. Mr. Gallup extraiu os dados necessarios das esta- 
tisticas do recenseamento, de relatorios do governo e das 
suas proprias investigagoes. Ele fala livremente sobre 
as informacoes assim obtidas, mas provavelmente guar- 
da para si alguns fates impcrtantes, o que e um direiLo 
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seu pois, afinal de contas, trabalha para o seu negocio 
e nao para a cidncia. 

b) Amostras de 3.000 pessoas sao suficientes quan- 
do as pessoas sao escolhidas de acordo com as informa- 
goes indicadas no item a. O numero de pessoas a serem 
entrevistadas em um determinado ponto do pais depen- 
de da densidade da populagao, que atinge o mdximo na 
zona nordeste dos Estados Unidos. Essas pessoas pro- 
veem das seguintes sub-divisoes: 

i) Rural — Urbana: Pessoas que vivem em cidades 
de mais de 100.000 habitantes, cidades entre 100.000 e 
10.000 habitantes, cidades de menos de 10.000 habitan- 
tes, em sitios. 

ii) Educacional: Escola primaria ou nenhuma es- 
cola, escola secunddria, escola superior. 

iii) Economia: Pobre ou recebendo auxilio do go- 
verno, mediana (operarios qualificados), empregados de 
escritdrios, pequenos comerciantes, acima da media, si- 
tiantes. 

iv) Idade: 21 a 29 anas, 30 a 49 anos, de 50 anos 
para cima. 

v) Polltica: Democratas, republicanos, indepen- 
dentes. 

As percentagens de todos os subgrupos enumerados 
nos itens i a v sao conhecidas e o numero de pessoas 
que deve constituir a amostra deve ser escolhido de acor- 
do com essas percentagens. Por exemplo: os democratas, 
republicanos e independentes estao na seguinte propor- 
(jao: 11,5 : 10,8 : 8 relativamente d populagao total, e a 
amostra deve ser constituida da mesma maneira. 

c) £ precise ter certeza de que a amostra d real- 
mente representativa. Esse problema nao admite uma 
solugao exata, como foi explicado nas aulas anteriores. 

d) Uma afirmagao relativa d opiniao publica pode 
ser correta hoje, mas nao tern que ser necessariamente 
verdadeira daqui a quinze dias. O fato de negligenciar 
este ponto motivou o fracasso de Mr. Gallup ao prever o 
resultado da ultima eleiQao presidencial em 1948. Todos 
os partidos procuram influenciar a opiniao publica an- 
tes de uma elei?ao, por meio de campanhas planejadas 
com maior ou menor maestria. Em um pais onde dois 
partidos quasi se equilibram, o resultado d fortemente 
influenciado pelo eleitor independente que, livre de la- 
^os partiddrios, dd o seu voto ao homem que Ihe parece 
merece-lo. O bardl con tern feijoes pretos e brancos em 
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uma proporgao ligeiramente diferente da unidade, mas 
durante a campanha eleitoral sao adicionados feijoes 
brancos e pretos em quantidades desconhecidas. Quando 
a campanha e habilmente dirigida e o inquerito e feito 
varias semanas antes da eleigao, os novos feijdes podem 
alterar completamente a situagao. Foi essa a desagra- 
davel experiencia pela qual passou Mr. Gallup na elei- 
gao de Mr. Truman. Parece que ele ficou tao impressio- 
nado pela tendencia inequivoca revelada pelos primeiros 
inqueritos, que pos de lado a possibilidade de uma mu- 
danga, embora alguns fatos que chegaram ao conheci- 
mento dos "pollsters" indicassem claramente que a opi- 
niao publica se estava voltando para Mr. Truman. Esse 
fracasso nao so prejudicou a reputagao de Mr. Gallup 
mas tambem, segundo eu soube, o seu negocio. 

A organizagao de um inquerito exige nao so conhe- 
cimento intimo do pais, mas tambem experiencia, pois e 
pouco provavel que a primeira tentativa obtenha exito. 
Mr. Gallup teve a grande sorte de encontrar colabora- 
dores competentes, e as instrugoes que Ihes da sobre a 
forma de escolher as pessoas a serem entrevistadas sao 
suficientes para conseguir uma amostra representativa, 
contanto que sejam executadas conscienciosamente. O 
exito do inquerito depende dos assistentes que se encar- 
regam das entrevistas. Devem possuir uma aptidao na- 
tural para conversar com as pessoas e teem que seguir 
uma tecnica que Ihes e ensinada. A abordagem aconse- 
Ihada e a seguinte sentenga: "Eu gostaria de conhecer 
a sua opiniao sobre alguns assuntos que sao atualmente 
de grande interesse". Em alguns inqueritos as pessoas 
sao abordadas na rua, e nesse caso o "pollster" precisa 
ter verdadeiro "faro" para distinguir quais os homens e 
as mulheres que estarao dispostos a parar para respon- 
der. £ norma evitar as pessoas apressadas ou cheias de 
pacotes. Pessoas que ficam esperando nas lavanderias 
automaticas, nos Estados Unidos, estao sempre dispostas 
a conversar para passar o tempo. Aqui em S. Paulo, as 
sapatarias "relampago", onde concertam os sapatos en- 
quanto os fregueses esperam, oferecem oportunidades se- 
melhantes para entrevistas dessa natureza. Nem todos 
possuem a habilidade de fazer os outros falarem, e nao 
resta duvida de que, dos trezentos e poucos auxiliares 
de Mr. Gallup espalhados por todo o territorio dos Esta- 
dos Unidos, nem todos possuem no mesmo grau esse 
dom. 
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J& se disse que nenhum inquGrito § melhor que os 
seus entrevistadores. O trabalho destes 4 mais exaustivo 
do que se pensa e a tentagao de fugir a ele 6 grande. 
Alguns homens e mulheres sentem relutancia em vlsi- 
tar os bairros pobres de uma cidade grande e entrevis- 
tar pessoas capazes de responder ks perguntas com in- 
sultos. A desculpa de que a pessoa a ser entrevistada 
nao estava em casa 6 uma forma facil de escapar ao tra- 
balho e dificil de ser comprovada. Muitas vezes a res- 
posta constltue, por si mesma, um problema. Um ho- 
mem, entrevistado pela primeira vez na vida, sente-se 
importante e as suas respostas mostram antes o que ele 
acredita que deve pensar em vez do que realmente pensa. 
Algumas pessoas acham dificil exprimir suas opinioes. 
Parece mais conveniente preparar, para cada pergunta, 
uma s^rie de respostas que esgotem todas as possibili- 
dades, de maneira que baste ao entrevistado indicar qual 
Ihe parece melhor. 

O fracasso na previsao da vitoria de Truman em 
1948 depoe com veemencia contra os "pollsters". Esse 
malogro foi espetacular e constituiu um pesado golpe 
contra o negocio do inquerito, pois este e um negocio e 
continuara a se-lo. Gallup tern, em Elmo Roper e Archi- 
bald Crossley, dois fortes rivals, sem falar em outros 
menores, que existem em todos os pontos do pais. Ha 
uma viva rivalidade entre esses tres homens e em 1936 
Roper marcou um tento importante quando previu, com 
1 % de aproximagao, a votagao de Roosevelt, enquanto 
que tanto Gallup como Crossley cometeram um erro de 
7 %. O simples fato de que as estimativas de dois "poll- 
sters" possam diferir em 6 ou 8 % prova que os inqueri- 
tos, por enquanto, nao constituem uma ciencia exata. 
Se eles realmente tirassem punhados de feijoes do mes- 
mo barril, a diferenga nao poderia ser tao grande. O 
que aconteceu foi o seguinte: tiraram as duas amostras 
de dois barris que pareciam perfeitamente iguais, mas 
continham feijoes brancos e pretos em propor^oes dife- 
rentes. Nos 12 anos que medearam entre 1936 e 1948, 
Gallup predisse os resultados de 196 eleigoes e o 
erro na estimativa da vota^ao popular nunca excedeu 
4 %. Para sermos justos com os seus rivals, devemos di- 
zer que Roper, bem como Crossley, obtiveram exitos se- 
melhantes e algumas vezes aproxlmaram-se mais da ver- 
dade que Gallup. Dal concluimos que aferir a oplniao 
publica nao € um segredo pessoal de Mr. Gallup, mas 
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uma coisa que pode ser aprendida, contanto que se te- 
nham a pratica e o dinheiro necessaries. 

Os principios do inquerito Gallup podem ser facil- 
mente compreendidos, mas a sua aplicagao prdtica exige 
uma organizaQao que colha os dados necessaries, e isto 
implica no desembolso de somas consideraveis, como 
veremos imediatamente. As despesas sao grandes e as 
perspectivas de lucro monetario sao incertas, de manei- 
ra que mesmo um homem muito rico poderia hesitar 
em iniciar um inquerito. Mr. Gallup comegou do nada, 
pois seu pai perdeu tudo que tinha em negocios infeli- 
zes. Como foi possivel a um rapaz praticamente sem 
vintem organizar uma empresa cuja despesa anual 
sobe a 750.000 dolares? A historia e interessante, pois 
mostra a unica maneira pela qual uma pessoa interes- 
sada em medir a opiniao publica poderia iniciar esse 
trabalho em outro pals. Os dados foram tirados do 
"Time", numero de 3 de maio de 1948. 

Gallup nasceu no Meio Oeste em 1901 e estudou na 
Universidade Estadual de Iowa. Como era pobre, teve 
que trabalhar para custear seus estudos superiores. Tor- 
nou-se editor do jornal da universidade "The Daily lo- 
wan" e por causa desse trabalho veio a interessar-se pela 
questao de saber por que as pessoas leem certos artigos 
— e quais sao e quantos sao os artigos realmente lidos. 
Terminado o curso, permaneceu na Universidade, fazen- 
do curso post-graduado de psicologia. 

Comegou o seu primeiro experiment© em materia 
de inqueritos percorrendo as ruas da cidade de Iowa com 
uma pasta cheia de jornais. Quando encontrava um ho- 
mem disposto a conversar, puxava um jornal e pergun- 
tava ao seu interlocutor exatamente o que Ihe agrada- 
va ou desagradava no jornal. Verificou que a maioria 
das pessoas preferia historietas comicas a polltica ou as 
pretenciosas noticias da primeira pagina e historias de 
interesse humano ^s noticias em geral. Isto Ihe deu ma- 
terial para sua tese de doutoramento, que, por sua vez, 
Ihe proporcionou um lugar de professor na Universidade 
de Drake e uma oportunidade de realizar inqueritos en- 
tre os leitores, para varios jornais. Obteve exito nesse 
trabalho e os jornais que Ihe seguiram as sugestoes viram 
aumentar o numero de assinantes. Em resultado Gallup 
foi convidado a dirigir o departamento de pesquisas de 
uma firma de publicidade de Nova lorque. Tornou-se en- 
tao perito em averiguar quern lia certos tipos de anun- 
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cios de dentifricios e por que razao o fazia, e um belo 
dia fez a si mesmo a pergunta: "Se a minha t6cnica d& 
resultado com os dentifricios, por que nao dari, com a 
politica?" 

Ap6s tres anos de pratica Gallup adquiriu a certe- 
za de que inqu6ritos sobre dentifricios e sobre politica 
eram uma e a mesma coisa. As suas atividades comega- 
ram a expandir-se constantemente e o "Gallup Poll" 
desenvolveu-se at6 formar uma rede que indue onze pai- 
ses estrangeiros, inclusive o Brasil. Outros pesquisado- 
res de Gallup investigam os efeitos dos anuncios ou es- 
tudam argumentos e elencos cinematogrdficos para os 
produtores de Hollywood. Podem predizer quasi com 
exatidao as receitas de uma fita ou o sucesso de estrelas 
radiofdnicas. Somente para o "Gallup Poll" Gallup em- 
prega 1.200 auxiliares de tempo parcial. As suas despe- 
zas anuais sobem a 750.000 ddlares, e esta soma tern que 
ser ganha antes que se possa registrar qualquer lucro. 
£ importante nao perder de vista o aspect© financeiro 
da questao, bem como o fato de que Gallup nunca teria 
tido oportunidade de iniciar o "Poll" se nao fosse a sua 
proficiencia como perito em publicidade. A partir de 
1936, Gallup vem marcando um tento atrds de outro e a 
eleigao de Truman em 1948 foi o primeiro fracasso real. 
Esse fracasso constituiu um verdadeiro choque para o 
publico americano, que se tinha habituado a ver em Gal- 
lup uma espdcie de Pitia moderna que possuia o dom de 
prever o futuro e grandes firmas cortaram relagoes co- 
merciais com Gallup. Os seus rivals se encarregaram 
de fazer com que o publico tivesse pleno conhecimento 
desse fracasso. Resta a ver se o publico sera capaz de en- 
contrar o meio termo entre a confianga e a desconfianga 
excessivas. 

O "Gallup Poll" 6 um exemplo das aplica?6es prdti- 
cas do teorema de Bernoulli. Deixo aos srs. a tarefa de 
especular quanto ao valor do "Gallup Poll" como fonte 
de informagoes para o governo. Um governo democrd- 
tico deve dirigir o pals de acdrdo com os desejos do povo 
e isto evidentemente exige que o chefe de estado saiba 
o que deseja o povo. O teorema de Bernoulli nos mostra 
que podemos conseguir essas informagoes, contanto que 
as procuremos de maneira correta. Nao promete, entre- 
tanto, levar-nos mais longe. Nao diz se devemos agir de 
acdrdo com as informagoes obtidas ou adiar a agao para 
uma ocasiao mais conveniente. E muito menos nos diz 
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se o estadista tem o direito de opor o seu proprio julga- 
mento aos desejos dos sens concidadaos. Ha somente 
mais um ponto sobre o qual desejo tocar rapidamente. 

O argumento mais frequentemente apresentado con- 
tra os inqueritos politicos de Gallup e que a publicagao 
dos resultados constitue uma propaganda do candidate 
favorito. Muita gente gosta de ficar do lado de quem 
ganha. A campanha eleitoral que terminou com o vito- 
ria do Presidente Truman prova claramente que o exito 
no "Gallup Poll" nao constitue um ponto decisive na 
propaganda. Em maio de 1948 somente 36% dos elei- 
tores dos Estados Unidos aprovavam a atuacao do Pre- 
sidente Truman, ao passo que Harold Stassen era mais 
cotado que Tom Dewey como candidate do partido repu- 
blicano. A noticia da precariedade da posicao de Truman 
aumentou a confianga dos adversarios republicanos e, 
correspondentemente, levcu os democratas a duvida da 
vitoria do seu candidato. O resto pertence a historia, 
Foi Mr. Dewey e nao Mr. Stassen, quem se tornou lider 
republicano e Mr. Truman saiu vitorioso em uma luta 
que, no primeiro semestre, parecia perdida. Os aconte- 
cimentcs provaram que o valor da propaganda do "Gal- 
lup Poll" nao e suficiente pa'ra decidir o resultado de 
uma campanha eleitoral. 



CAPITULO VIII 

ESTATISTICA 

1) Origem da Estatistica — Tanto a palavra "esta- 
tistica" como a ciencia desse nome, sao relativamente 
novas. Parece que foi Achenwall, um autor alemao que 
publicou seus trabalhos mais ou menos em meados do 
seculo XVIII, o primeiro a usar a palavra "estatistica" 
para designar o estudo dos recursos e da populagao dos 
estados. Estes dados sao evidentemente importantes 
para os governantes em qualquer epoca, e nao e de admi- 
rar que se encontrem muitas referencias a reis ou prin- 
cipes que se esforgaram para obter informagoes precisas 
sobre os negocics de estado. A referenda mais antiga 
e encontrada na Biblia, que menciona em dois pontos 
que o rei David procedeu a um recenseamento da popu- 
lagao do seu reino. A arte de escriturar as despezas e 
recursos do governo era conhecida e praticada pelos ro- 
manos, mas perdeu-se quando da queda do seu imperio. 
Os estadistas de Florenga e Veneza compreendiam a im- 
portancia de possuir informagoes fidedignas sobre a si- 
tuagao material do pais e tomavam energicas providen- 
cias para consegui-las. Essas informagoes serviam ex- 
clusivamente para fins praticos e eram tratadas como 
segredos de estado, como se pode depreender do seguinte 
episodio: quando Mocenigo, doge de Veneza, jazia no seu 
leito de morte, em 1423, reuniu alguns dos cidadaos mais 
influentes e fez-lhes uma exposigao sobre os recursos da 
cidade. Ele havia guardado consigo essas informagdes 
e nao queria que, com sua morte, se perdessem. 

A estatistica continuou, por muito tempo, como a 
ciencia dos negocios do estado. Os governantes sentiam 
a necessidade de possuir informagoes relativas as con- 
digoes materiais dos respectivos paises e organizavam 
departamentos aos quais eram confiadas essas investiga- 
goes. Na Franga, por exemplo, foi fundado, no seculo 
XVIII, um "bureau de statistique et commerce", que foi 
transformado, durante a revolugao, em "bureau de sta- 
tistique". Esta alteragao do nome indica claramente 
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que as atividades desse departamento eram gerais e nao 
meramente limitadas aos movimentos do comercio. Nao 
resta diivida de que o rapido progresso da estatistica 
como ciencia dos negocios do estado se deve principal- 
mente a predilegao de Napoleao pelas informagoes pre- 
cisas e fidedignas. 

Os Estados Unidos e os paises Escandinavos proce- 
deram aos sens primeiros recenseamentos em 1801. Todos 
os paises civilizados seguiram esse exemplo e promul- 
garam leis tornando obrigatoria a realizagao de recen- 
seamentos com intervalos regulares. Hoje consideramos 
o estudo da populagao como um dos problemas mais im- 
portantes da estatistica. Na administragao das cidades, 
registrar diariamente o numero de mortes, o sexo e a 
idade dos falecidos, e uma questao de rotina, e parece 
natural que esses dados sejam publicados com intervalos 
mais ou menos longos. Os primordios desse ramo de 
estudos sao curiosos. 

2) As observagoes de Graunt sobre a mortalidade 
— As primeiras observagoes relativas a mortalidade fo- 
ram feitas na Inglaterra e e interesante esbogar a histo- 
ria desse trabalho, porque mostra a dificuldade que se 
encontra na coleta dos dados estatisticos. Registrar o 
numero de nascimentos e mortes exige uma complicada 
maquinaria oficial que, para ser eficiente, nao pode dei- 
xar de ser dispendiosa. Ao chegar ao fim de uma in- 
vestigagao, muitas vezes nos sentimos decepcionados, 
pois os dados coligidos nao fornecem informagoes sobre 
um ou mais pontos importantes. O desejo de melhorar 
os dados leva a invengao de novos e melhores metodos. 

Nas irrupgoes de peste, verificadas nos seculos XV 
e XVI, procurou-se contar o numero de mortes afim de 
dar uma ideia da violencia da molestia. A partir de 
1593, comegaram a ser publicadas em Londres, com in- 
tervalos irregulares, listas das pessoas falecidas e de 
1603 para ca, possuimos registros semanais do numero 
de mortes verificadas nessa cidade. Mas ninguem sabia 
o que fazer com essas listas. Serviam como assunto de 
con versa ou, quando muito, para sugerir aos ricos que 
seria conveniente abandonar a cidade, pois o rapido au- 
mento do numero de mortes indicava a irrupgao de uma 
epidemia. 

Era impossivel, antes dessa epoca, coligir na Ingla- 
terra os dados indispensaveis ao estudo da populagao. 



Existiam, desde 1583, os reg^stros das paroquias, mas 
consignavam somente os batismos (nao os nascimentos) 
dos membros da Igreja Anglicana exclusivamente, de 
maneira que as criangas que morriam antes de serem 
batizadas, bem como todas as que pertenciam a outros 
credos, nao eram mencionadas. Somente em 1773 6 que 
foi recomendado a todos os centres religiosos publicos 
— incluindo todos os credos — que registrassem todos 
os batizados, casamentos e enterros. Estes ultimos as- 
sentamentos deviam declarar o sexo da pessoa falecida, 
e especificar se era crianga, solteiro, casado ou viuvo. 
Note-se a ausencia da categoria dos "divorciados". Isto 
significou sem duvida um passo a frente, embora a fal- 
ta de informagoes relativas ^ idade do morto torne esses 
registros inuteis para vdrias finalidades, como por exem- 
plo os calculos relacionados com os seguros de vida. 

Em 1664, John Graunt publicou o seu tratado: 
"Observagoes Naturals e Politicas sobre as Listas de Mor- 
talidade", que representou a primeira tentativa no sen- 
tido de descrever numericamente a mortaUdade. Eis 
aqui a tabela em que apresenta os seus dados: 

De 100 pessoas que nascem, morrem nos primeiros 

seis anos   36 
nos dez anos seguintes  24 

9} 99 99 99 Jg 
99 99 99 99 Q 
99 99 99 99 g 
99 99 99 99 ^ 
99 99 99 99 g 
99 99 99 99 g 
99 99 99 99 f 

Segue-se que das 100 pessoas as quais se referem 
essas observagoes, permanecerao vivas no fim de 

6 anos   64 
16 anos  40 
26 anos   25 
36 anos  16 
46 anos   10 
56 anos   6 
66 anos  3 
76 anos  1 
86 anos  0 
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As tabelas de mortalidade, usadas hoje como base 
para os seguros de vida, dao esses dados para cada um 
dos anos de vida, mas conteem, essencialmente, as mes- 
mas informagdes. De fato, pode-se computar o premio 
correspondente ao seguro de uma pessoa de qualquer 
Idade. Esse aspecto pratico despertou o interesse por 
esta descoberta; sugeriu-se entao que Graunt fosse eleito 
membro da "Royal Society". O seu baixo estatuto social 
— era lojista em Londres — militava contra a sua elei- 
gao e a "Royal Society" teria perdido a honra de conta- 
lo entre os sens membros se o rei Carlos II nao tivesse 
interferido e ordenado a sociedade que admitisse um 
lojista de tal merito. 

A Inglaterra, nessa epoca, possuia varios matemati- 
cos de primeira ordem, entre os quais Newton e Barrow, 
e todos eles deviam ter conhecimento das tabelas sema- 
nais de mortalidade. curioso que nenhum desses emi- 
nentes pensadores enxsrgasse o problema estatistico con- 
tido nessas publicagoes, ao passo que tal ideia surgiu no 
espirito de Graunt, que certamente nao era um inventor 
do calculo infinitesimal. A capacidade de perceber pro- 
blemas numericos na natureza nao pressupoe um pro- 
fundo conhecimento dos teoremas formais, Esta capa- 
cidade parece manifestar-se somente sob certas condi- 
gdes, isto e, quando existe conhecimento intimo dos fa- 
tes e um profundo interesse por eles. 

Um dos primeiros seguidores de Graunt foi Sir Wil- 
liam Petty que, entretanto, era mais um pensador espe- 
culativo que um observador. Eis aqui duas das conclu- 
soes a que chegou: 1) A populagao de Londres dobra 
em 40 anos e a da Inglaterra inteira em 360 anos; 2) O 
crescimento de Londres devera cessar espontaneamente 
antes do ano de 1800. Temcs ai um exemplo da regra 
segundo a qual o raciocinio especulativo acaba por ultra- 
passar a observagao no estudo de assuntos tao complexos. 

O passo seguinte foi a publicagao da tabela de mor- 
talidade de Neumann, relativa a cidade de Breslau no 
quinquenio 1687-1691. Essa tabela da o numero dos fa- 
lecidos para cada idade e para ambos os sexos e mos- 
trou-se superior a todas as tabelas semelhantes, publi- 
cadas anteriormente. No ano de 1693, Halley publicou 
as suas tabelas aperfeigoadas da mortalidade na Ingla- 
terra e este trabalho constituiu a base sobre a qual os 
fundadores da "Equitable" pretendiam organizar o seu 
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negocio. Ja relate! a luta na qual essa companhia foi 
derrotada. 

3) Definigao de Estatistica — Hoje nao somente 
os governos, mas tambem as empresas particulares lidam 
com toda especie de investigaQoes estatisticas, cujo al- 
cance quasi diariamente se alarga. Alem destas ques- 
toes praticas, cujo interesse monetario e indiscutivel, 
devemos insistir na importancia tedrica do estudo esta- 
tistico dos organismcs vivos levado a efeito pela biolo- 
gia e pela psicofisica. Nao ha diivida de que esta apli- 
cagao constitue o mais importante desenvolvimento da 
estatistica neste seculo. 

£ dificil encontrar um trago comum a todas essas 
variadas investigagdes estatisticas. A melhor prova desta 
afirmagao e o fato de existirem mais de 50 definigoes 
diferentes de estatistica. A definigao da estatistica nao 
pode ser dada pela simples enumeragao dos objetos que 
sao tratados pelos metodos estatisticos, pois temos esta- 
tisticas referentes nao so ao mimero de nascimentos e 
mortes, de casamentos e outras instituigoes sociais, mas 
tambem relativas a dados meteorologicos, a estrelas ca- 
dentes e & cristalizagao das substancias quimicas. A es- 
tatistica ja nao 6 apenas a ciencia dos negocios intemos 
dos estados, embora seu nome ainda faga lembrar sua 
origem. 

A palavra estatistica refere-se a tres coisas inteira- 
mente diferentes. Em primeiro lugar usamos essa pa- 
lavra para designar investigagoes que pretendem estabe- 
lecer os fatos existentes em qualqur campo da experien- 
cia. Essas investigagoes sao de dois tipos. No primeiro, 
pretendemos enumerar e observar todos os objetos de 
uma dada classe e no segundo estudamos a classe por 
meio de uma amostra representativa. Enumerar todos 
os objetos pertencentes a uma certa classe pode consti- 
tuir uma tarefa verdadeiramente drdua, como facilmen- 
te se percebe quando se procura saber quantos habitan- 
tes de um pais devem pagar imposto sobre a renda e 
quantos realmente o fazem. 

O segundo sentido da palavra refere-se ao tratamen- 
to dos dados. Os processes empregados para esse fim 
chamam-se metodos estatisticos. Os m6todos que se 
destinam a fazer uma exposigao num6rica dos resulta- 
dos sao o objeto da estatistica matem^tica. Nos traba- 
Ihos escritos para o publico em geral, as fdrmulas devem 



— 174 — 

ser evitadas e os resultados devem ser apresentados sob 
uma forma facilmente compreensivel. 

O terceiro sentido refere-se as conclusoes obtidas por 
esses metodos. . Poderia ser chamado: estatistica geral. 
Nao teria sentido escrever um livro contendo todos os 
resultados da estatistica, pois teria que abranger todo 
o campo do conhecimento humano, com excep^ao da 
logica pura. Um trabalho de tal forma inclusivo dificil- 
mente chegaria a ser escrito, mas temos e continuaremos 
a ter no futuro um grande numero de livros que tratam 
dos resultados estatisticos referentes a um setor da ex- 
periencia. 

Apresentar palavras novas e uma tarefa ingrata e a 
incerteza relativa ao significado do termo "estatistica" 
perdurara. Por razoes historicas, e muito provavel que 
esta palavra jamais venha a ser substituida por termos 
como: estudo da administragao, da economia e da morta- 
lidade, mas e concebivel que outros termos, mais signi- 
ficativos, sejam encontrados para outros campos da es- 
tatistica. Palavras desta especie teem uma historia e 
alguns dos usos da palavra estatistica cairam no esque- 
cimento, embora tivessem tido o apoio das maiores auto- 
ridades. Durante um certo periodo a palavra estatis- 
tica foi aplicada a qualquer relatorio scbre instituigoes 
que, por esta ou aquela razao, fossem consideradas inte- 
ressantes, e nesse sentido Goethe usou essa palavra para 
designar algumas observacoes bastante triviais sobre a 
prostituigao em Koma, no seu tempo. Hoje nao usaria- 
mos a palavra nesse sentido. 

Parece-me que todas as investigagdes estatisticas 
teem dois tragos comuns: a) Tratam de fatos; b) Os fatos 
sao expresses numericamente. Em todas as investiga- 
goes lidamos com objetos que pertencem a certas classes 
e, por essa razao, teem alguns tragos comuns. Dizemos 
que uma investigagao e estatistica quando se baseia na 
observagao de frequencias absolutas ou relativas dos 
membros de uma certa classe e quando tira conclusoes 
desses numeros. Uma investigagao estatistica comega 
com fatos expresses por numeros e depois tira conclu- 
soes desses numeros. O caracteristico de lidar com nu- 
meros e fatos e essencial. 

Esta definigao evidentemente se aplica aos proble- 
mas habituais da estatistica, mas e formulada de tal for- 
ma que indue alguns problemas cujo carater estatisti- 
co nao e geralmente reconhecido. Mensuragdes repeti- 
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das de uma quantidade empirica fornecem um material 
cujo tratamento, segundo a definigao aqui apresentada, 
constitue tambem um problema estatistlco. Os dados 
numerlcos obtidos sao membros da classe "medidas da 
quantidade X" e as nossas dedugoes baseiam-se exclusi- 
vamente sobre esses mimeros. A sua finalidade e encon- 
trar o valor que, com base nesses dados, e a melhor de- 
terminagao da quantidade desconhecida. A solugao 6 
encontrada por meio de um sistema mais ou menos com- 
plicado de proposigoes, conhecido pelo nome de metodo 
dos minimos quadrados. Seguindo essas regras, encon- 
tramos nao somente o melhor valor da quantidade des- 
conhecida, mas tambem verificamos a exatidao da nossa 
determinagao e os limites que o erro de mensuragao pro- 
vavelmente nao ultrapassara. O metodo dos minimos 
quadrados e geralmente tratado como uma parte da teo- 
ria dos erros de observagao, mas nao resta duvida quanto 
ao seu carater estatistico. 

4) Coleta de dados estatisticos — Quando Napoleao 
disse que a "estatistica e o orgamento das coisas", refe- 
ria-se aos dados economicos e administrativos que, no 
seu tempo, constituiam o principal objeto da pesquisa 
estatistica. O estatistico deve trabalhar com uma dis- 
posigao de espirito tao moderada quanto do guarda- 
livros ao escriturar seus livros. Quando tratamos de 
classes cuja extensao e constituigao desejamos determi- 
nar, a semelhanga com a escrituragao e completa. Quan- 
do as classes sao tao grandes que nao podemos enumerar 
cada element©, a pesquisa estatistica assemelha-se mais 
ao ato de escolher uma amostra de um lote de trigo 
posto i venda. Em qualquer caso, o importante e con- 
servar o espirito livre de ideias preconcebidas. 

O problema que pretendemos resolver determina o 
carater dos metodos que devemos empregar. E precise 
esclarecer bem os objetivos da investigagao e adaptar 
cs metodos de acordo com eles. Os pianos para avalia- 
gao dos resultados devem estar prontos antes de iniciar- 
se a coleta dos dados, pois do contrdrio os dados dificil- 
mente servirao como base adequada para as dedugdes. 
Isto significa que tais investigagoes devem ser planeja- 
das por estatisticos especializados, e familiarizados com 
os fatos desse campo particular da experiencia. Dados 
estatisticos referentes a escolas sao melhor coligidos por 
professores, dados estatisticos referentes ^ medicina, por 
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medicos e dados estatlsticos biologicos por especialistas 
nesse campo. Os meios de que dispoe o investigador nun 
ca sao ilimitados e decidir o que pode ser realizado com 
meios limitados dentro de um espaco de tempo tambem 
limitado, exige uma capacidade de visao que somente 
a experiencia pode dar, contanto que a pessoa possua 
uma aptidao natural para esta especie de trabalho. 

5) Probabilidades constantes — Discutimos a in- 
fluencia das condiqoes constantes e variaveis dos acon- 
tecimentos casuais ao tratar do teorema de Bernoulli. 
Devemos basear nosso julgamento exclusivamente sobre 
os numeros observados e a coleta dos dados necessaries 
e muito trabalhosa. A prova de que um acontecimento 
casual tern uma probabilidade constante 6 importante, 
pois prova a existencia de um grupo de condigoes tao 
estavel quanto o conteudo de uma urna. A existencia 
de tal grupo, portanto, e um fato indiscutivel e a sua 
descricao constitue um problema para pesquisa futura. 

A prova de que estamos lidando com probabilidades 
constantes em alguns casos e facilmente conseguida, ao 
passo qus em outros oferece dificuldades quasi insupera- 
veis. A prova de que a proporgao entre nascimentos de 
meninos e meninas em um pais e constante, e traba- 
lhosa porque exige observagoes extensas, relativas a mui- 
tos anos, mas pode ser obtida sem dificuldade. Os atri- 
butos pelos quais distinguimos entre os elementos das 
duas classes correpondem a dois grupos bem definidos 
que nao admitem nenhuma sub-divisao significativa. Nao 
conhecemos atributos de especie alguma que aumentem 
ou diminuam a probabilidade do nascimento de um me- 
nino. Em outros casos as coisas nao se passam assim. 

Tomemos, por exemplo, a probabilidade de que um 
homem de 45 anos morra dentro de um ano. Contamos 
o numero de homens dessa idade e observamos quantos 
dentre eles ultrapassam um ano a mais de vida. As 
frequencias relativas nao apresentam a mesma estabi- 
lidade e facilmente se ve que a classe de homens de 45 
anos admite varias sub-divisoes significativas. As pos- 
sibilidades variam conforme a profissao do individuo e 
seu passado, que talvez inclua molestias que debilitam 
o organismo. A classe dos homens de 45 anos nao e 
homogenea, mas e constituida por um numero indefi- 
nido de sub-classes para as quais a probabilidade de 
morte dentro de um ano pode ter valores muito diferen- 
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tes. O numero de pessoas de 45 anos que morreram no 
ano passado nao 6 devido a uma probabilidade simples, 
mas a uma probabilidade composita. uma probabili- 
dade media, tal como aquela a que faz referencia o teo- 
rema de Poisson. 

Como terceiro e ultimo exemplo, vamos examinar as 
probabilidades com que operamos na psicoflsica. As rea- 
qdes dos sujeitos nao sao inteiramente determinadas pe- 
las condigoes experimentais e sao, no sentido subjetivo, 
acontecimentos casuais. Sabemos que varios fatores in- 
fluenciam a comparagao de dois estimulos, dois pesos, por 
exemplo, e por isso inventaram-se recursos tecnicos por 
meio dcs quais podemos conservar constante essa in- 
fluencia. Nao temos certeza de que a lista desses fato- 
res seja completa, mas o fato e que temos de lidar com 
acontecimentos casuais de probabilidades constantes se 
conservarmos constantes esses fatores. Quando um des- 
ses fatores varia os resultados deixam de apresentar a 
mesma estabilidade. 

Isto sugere qual o ponto de vista que devemos ado- 
tar nesta questao. A questao envolve o problema da 
definigao correta das nogoes que empregamos no estudo 
da natureza. Na psicofisica, lidamos com as reagoes do 
sujeito sob tais e tais condigoes. Quando as nossas con- 
digdes experimentais sao suficientemente precisas, obte- 
mos probabilidades constantes e podemos supor que a 
nossa definigao corresponde as condigoes existentes. 
Uma probabilidade constante nos confronta com um 
grupo de condigoes que nao podem ser analisadas por 
meio dos processes de investigagao de que dispomos 
atualmente. Temos que toma-lo como um fato, no mes- 
mo sentido em que a constante da gravitagao e 9,8 ms. 
t, curioso que no caso da proporgao dos nascimentos a 
natureza parece oferecer-nos a classificagao correta em 
uma bandeja de prata, ao passo que em outros casos 
cria dificuldades quasi insuperaveis. 

Todas essas dificuldades se originam do fato de que 
as frequencias observadas constituem a nossa unica fon- 
te de informagoes. Terminaremos estas consideragoes 
mais ou menos abstratas com um exemplo mais leve. 
Suponhamos que tenhamos retirado uma serie de bolas 
de uma uma e que as frequencias relativas observadas 
mostrem que estamos lidando com um grupo constante 
de condigdes. A estatistica nao nos levard mais longe 
do que isso. Se descobrirmos um meio de abrir a urna. 



— 178 — 

o seu conteudo se nos tornara diretamente accessivel e 
deixara de haver qualquer duvida quanto ao grupo cons- 
tante de condigoes. Abrir a urna a forga corresponde, no 
exemplo da proporgao de nascimentos, a aquisigao de 
alguma informagao relativa aos fatores que determinam 
o sexo de uma crianga, como por exemplo a constatagao 
de que o sexo e determinado pela idade do ovulo, de ma- 
neira que a fertilizagao de um ovulo cuja Idade nao 
ultrapasse um certo numero de dias, resulta em uma 
menina, ao passo que a fertilizagao em um estagio mais 
adiantado produz um menino. Esta e uma das muitas 
teorias que procuram explicar as observagdes relativas 
a proporgao dos nascimentos. 

Ja disse repetidamente nas minlias aulas que as 
noqoes que empregamos na vida diaria sao em geral 
vagas, mas adaptam-se suficientemente aos objetos para 
servir aos fins comuns. Atribuir definigdes claras aos 
objetos empiricos e uma ardua tarefa. Se pretendermos 
contar o numero de cegos em um pais, ficaremos atrapa^ 
Ihados pela questao de saber o que se deve entender pela 
palavra cego. Alem das pessoas cuja vista foi comple- 
tamente destruida, ha algumas que podem reconhecer 
os objetos que os cercam, mas cuja fraqueza de visao as 
Impede de exercer a unica profissao em que sao habill- 
tados. Temos ainda outras que percebem a diferenga 
entre o dia e a noite, mas sao incapazes de distinguir 
objetos e eventualmente poderemos encontrar algumas 
que sao capazes de perceber apenas uma luz muito forte 
colocada imediataniente a sua frente. Deverao todas 
essas pessoas ser contadas como cegas e, no caso nega- 
tive, onde comega a cegueira? 

As consequencias sociais e econdmicas de uma mo- 
lestia sao importantes para o estatistico como para o 
psicologo. Um defeito de visao pode constituir uma ca- 
tastrofe econdmica para um homem que se veja, por 
essa razao, sem emprego, ao passo que pode ter uma 
influencia relativamente pequena se, apos dominar o 
choque psiquico, ele puder continuar trabalhando, quer 
na sua profissao, quer em um outro trabalho mais ade- 
quado. Ha, na historia da matematica, um exemplo no- 
tavel. Euler tornou-se cego por haver forgado demais 
os seus olhos ja fracos em um trabalho muito compli- 
cado. Nao podendo mais escrever, tentou ditar e o seu 
compendio de algebra foi o primeiro resultado desses es- 
forgos. Convencido de que podia formular as suas ideias 
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por essa fdrma, continuou a produzir cientificamente, 
como se nada Ihe houvesse acontecido. Este caso e ex- 
cepcional, mas o problema economico dos cegos, na nossa 
epcca, pode ser resolvldo de vdrias maneiras. Ha na in- 
diistria muitos tipos de trabalho que nao exigera abso- 
lutamente a visao e um dos deveres socials do psicologo 
industrial consiste em encontrar as ocupagoes que podem 
ser desempenhadas por pessoas yltimas da cegueira ou 
de outros defeitos. 

Identica relagao existe entre as deficiencias men- 
tals e as condigoes socials. Uma crianga que, nas dificeis 
condigoes de vida de uma grande cidade, e considerada 
como mentalmente retardada, podera passar por normal 
em um lugar distante apenas 50 kms., nas condigoes mais 
simples da vida rural. Dal concluimos que nao existe 
uma definigao absoluta de atrazo mental, tal como nao 
e possivel dar uma definigao precisa da cegueira, que 
inclua todos os casos. No trabalho pratico, encontra- 
mos sempre objetos a respeito dos quais ficamos em 
diivida sobre se pertencem ou nao a classe que esta- 
mos investigando. fi muito simples dizer que a bola que 
tiro de uma urna tern que ser branca ou preta, mas no 
trabalho real encontramos bolas de vdrios tons de cinza 
e ficamos na duvida sobre se contamo-las como brancas 
ou pretas. 

6) Regularidades estatisticas — A probabilidade de 
morrer dentro de um ano evidentemente varia com a 
idade. Afim de estudar essa relagao, observamos essa 
probabilidade em relagao as varias idades e fazemos um 
grdfico dos resultados, representando as idades na linha 
horizontal, ou eixo X e nas linhas verticais os valores 
das probabilidades correspondentes. Dessa maneira obte- 
mos uma s6rie de pontos que esbogam uma curva. Se 
fossemos capazes de encontrar a fdrmula dessa curva 
o problema estaria resolvido, pois introduzindo qualquer 
valor de x — a idade — a formula nos daria a probabi- 
lidade desejada. A variavel independente, neste exem- 
plo, 6 o tempo, mas o mesmo raciocinio sera vdlido sem- 
pre que quizermos estudar a relagao existente entre uma 
probabilidade variavel e um fator capaz de apresentar 
variagoes continuas. Nas fungoes psicom^tricas, a in- 
tensldade do estimulo de comparagao 6 a variavel inde- 
pendente que determina a probabilidade de uma certa 
reagao. 
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O problema assim formulado e tratado no capitulo 
da matematica denominado: teoria da interpolagao. A 
palavra interpolagao aplicada ao nosso problema, con- 

tem um certo humor sombrio. O verbo latino "inter- 
polare" significa: inserir deslealmente, tal como uma 
palavra ou frase espuria em um livro ou manuscrito. 
Subentende introduzir furtivamente qualquer coisa em 
um lugar onde nao devia estar. Os matematicos, ao se 
apropriarem desta palavra, livraram-na primeiro desse 
segundo sentido e definiram interpolar como preencher 
as lacunas entre os termos de uma serie. Ha muitos 
metodos de interpolagao, mas todos teem um trago co- 
mum: e precise fazer uma suposigao a respeito da rela- 
gao entre as duas variaveis. £ verdade que os matema- 
ticos, la entre eles, fazem questao de formular clara- 
mente essa suposigao, mas para os que estao fora desse 
circulo, a interpolagao e quasi um milagre. Nao perce- 
bem que, antes que o milagre se realize, teem que engolir 
uma suposigao, tal como um peixe engole a isca, e neste 
sentido a palavra "interpolare" conserva o sentido que 
Ihe atribuiam os antigos romanos. 

A interpolacao constitue, por si so, uma pequena 
ciencia e nao pretendo entrar em nenhum detalhe tec- 
nico a seu respeito. Os metodos de interpolagao divi- 
dem-se em dois grandes grupos. Nos do primeiro gru- 
po, a curva e tragada de tal forma que passa exatamente 
pelos pontos que foram determinados pela observagao 
real. Isto constitue uma vantagem, pois o metodo nao 
altera coisa alguma nos dados reais da observagao. £ 
uma desvantagem porque esses dados sao determinagoes 
empiricas de probabilidades desconhecidas e estao sujei- 
tos a serem afetados por erros de observagao, como mos- 
tra o teorema de Bernoulli. Estes metodos teem ainda 
outra desvantagem: os resultados desta interpolagao sao 
fidedignos somente no centre da tabela. Nas duas extre- 
midades a interpolagao muitas vezes 6 inexata e a curva 
encontrada por meio dela segue um curso que nao con- 
corda com as nossas ideias a respeito da relagao entre 
as duas variaveis. As formulas dessa especie nao ser- 
vem para responder questoes deste tipo: da-se o numero 
de habitantes dos Estados Unidos em cada um dos anos: 
1900, 1910, 1920, 1930, 1940 e 1950; qual sera, provavel- 
mente, o numero de habitantes dos Estados Unidos em 
1960? Estamos plenamente cientes de que essa estima- 
tiva so node ser aoroximada. mas se usarmos uma das 
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formulas de interpola^ao, poderemos chegar a um re- 
sultado inteiramente inaceitavel. 

As observaQoes entre as quais desejamos fazer inter- 
polagoes devem ser numerosas, de maneira que os inter- 
valos entre valores sucessivos sejam suficientemente pe- 
quenos. A norma e obvia, e ninguem irk discuti-la, mas 
na pratica nunca podemos ter certeza quanto a quali- 
dade das nossas observagoes. Precisamos tirar o maximo 
dos nossos resultados e isto pode levar-nos a um beco 
sem saida. O seguinte incidente historico ilustra bem 
esse ponto. Antes do invento do registrador autom^itico 
de temperatura, as variagoes diarias da temperatura 
eram observadas de 6 em 6 boras, isto e, a temperatura 
era medida quatro vezes por dia. Surgiu a questao de 
saber a que bora da noite a temperatura era mais baixa. 
Para resolver essa questao, e precise determinar o ponto 
em que a curva que representa essas variagoes registra 
um valor minimo. Para grande surpreza dos meteorolo- 
gistas, resultou que esse minimo era aproximadamente 
k meia noite, Isso, naturalmente, nao concorda com a 
ideia de que o resfriamento do ar deve prosseguir en- 
quanto nenhum calor Ihe seja emprestado pelo sol, e 
muitas teorias mais ou menos plausiveis foram apresen- 
tadas para explicar essa observagao. Todas essas espe- 
culagdes mostraram-se vazias de sentido quando o regis- 
tro automatico mostrou que a temperatura era mais 
baixa ao nascer do sol. 

A dedugao das formulas pertencentes ao segundo 
grupo toma em consideragao o fato de que as determi- 
nagoes de probabilidades desconhecidas sao afetadas 
por erros, de maneira que nao tern sentido insistir em 
que a curva deva passar exatamente por todos os pon- 
tos. Ao contrario, o que desejamos 6 eliminar, tanto 
quanto possivel, esses erros de observagao. Os nossos 
dados nao sao exatos e nao indicam uma curva, mas 
antes uma faixa de largura finita e todas as curvas 
que nao sairem desa faixa serao igualmente aceitaveis. 
Escolhemos aquelas cujo curso corresponde as nossas 
ideias sobre a relagao existente entre as duas variaveis 
em questao, Existe uma pequena proposigao muito cd- 
moda que se refere ao grau de desacordo que pode ser 
tolerado entre os c&lculos e as observagoes em uma dada 
s^rie de observagoes e assim determina a largura da 
faixa que a curva nao deve ultrapassar. 
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Consideremos como um primeiro exemplo a fungao 
psicometrica dos julgamentos "mais pesado" em uma 
serie de experimentos de comparagao de pesos. A pro- 
babilidade desses julgamentos, estabelecida com valores 
muito pequenos, aumenta constantemente a medida que 
aumentam os pesos de comparagao e aproxima-se da uni- 
dade. Esse aumento e ininterrupto. £ rapido na parte 
central da serie e lento nas duas extremidades. A esses 
fatos corresponde uma curva qii^ aumenta constante- 
mente entre os valores zero e um e se aproxima desses 
valores assimptoticamente. Qualquer formula que for- 
nega uma curva dessa especie servlra como hipotese so- 
bre as fungoes psicometricas dos julgamentos "mais pe- 
sado". A questao de saber qual dessas hipoteses — que 
a priori, teem o mesmo valor — sera a melhor para os 
nossos fins, tern que ser respondida apelando para a ex- 
periencia: decidir-nos-emos pela hipotese que melhor se 
adapte aos nossos dados experimentais. De acordo com 
o teorema de Bernoulli, a formula que melhor representa 
os dados e aquela na qual a soma dos quadrados das 
diferengas entre os valores calculados e os observados 
e menor. Sempre podemos decidir qual, dentre um gru- 
po de expressdes, melhor se adapta aos dados. Essa de- 
cisao nem sequer e muito trabalhosa. 

Este proceso e direto e leva com certeza a uma deci- 
sao inequivoca. A este respeito nada deixa a desejar. 
Ha somente dois pontos nos quais esta solugao nao e 
inteiramente satisfatoria. O primeiro e que existe um 
numero infinito de formulas que satisfazem a condigao 
de apresentar um aumento ininterrupto e uma aproxi- 
magao assimptotica dos valores zero e um, ao passo que 
o numero das fungoes que realmente podemos examinar 
e necessariamente limitado. E um conhecimento relati- 
vamente modesto, com o qual nos temos de satisfazer. 
Ja teremos aprendido atraves de amargas experiencias 
que a verdade absoluta em assuntos empiricos e inatin- 
givel e que nos devemos satisfazer com a explicagao mais 
plausivel, mas neste caso nos teremos de contentar com 
a melhor fdrmula.dentre as experimentadas, e o numero 
destas e muito pequeno. O estudo dos meritos relatives 
das diversas hipoteses possiveis a respeito das fungdes 
psicomdtricas 6 um dos problemas da psicoflsica e rela- 
ciona-se com o chamado metodo dos estimulos cons- 
tantes. 
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O segundo ponto 6 que o nosso conhecimento da 
melhor hipdtese a respeito das fundoes psicom6tricas se 
refere a um fato isolado e nao se relaciona com qualquer 
outra experiencia. Ajuda-nos a resolver muitos pro- 
blemas prdticos, mas nao faz progredir o nosso conli©- 
cimento tedrico. Possuimos formulas muito uteis para 
as fun^oes psicometricas, mas at§ hc)je ninguem foi capaz 
de deduzir essas formulas, de maneira plausivel, das su- 
posigoes gerais. Gostariamos de possuir uma serie de 
regras ou principios gerais dos quais pudessemos deduzir 
essas fdrmulas. Nao possuimos informagao alguma 
quanto ao processo pelo qual o sujeito, comparando dois 
pesos, chega ao julgamento de que o segundo e mais 
pesado que o primeiro. 

Na derivagao das fdrmulas, a posigao do fisico 6 
muito mais vantajosa. Ele parte de suposigoes que jd 
foram postas ^ prova inumeras vezes e que provaram o 
seu valor para a explicagao dos fenomenos naturais. A 
confianga que depositamos nesses principios gerais e 
muito maior que aquela que nos inspira qualquer obser- 
vagao particular. Os principios da fisica sao baseados 
em um acervo de experiencia tao grande que qualquer 
observagao que nao concorde com eles tern que passar 
por inumeras provas antes de ser aceita. A seguinte 
anedota ilustrara este ponto. Um amigo de Hamilton, 
o famoso inventor das equagoes hamiltonianas, obser- 
vou-Ihe que jamais encontrara um homem que acreditas- 
se na refracao conica sem a haver visto com os proprios 
olhos. Hamilton respondeu rindo: "Que diferenga de 
mim: Pois se eu apenas a tivesse visto, nao acreditaria 
nela. Os meus olhos ja me iludiram tantas vezes! Acre- 
dito na refragao cdnlca porque a provei". Esta con- 
fianga baseia-se na convicgao de que uma proposicao 
que 6 logicamente verdadeira em relagao a um sistema 
de pensamento empiricamente verdadeiro, deve ser tam- 
bem empiricamente verdadeira; a demonstragao ocular 
da sua verdade empirica 6 um mero acidente. 

As ciencias bioldgicas, atualmente, nao estao na 
feliz situagao de possuir um sistema de principios cuja 
verdade empirica esteja f6ra de discussao. Cada proble- 
ma novo exige uma nova explicagao e isto muitas vezes 
d& a impressao de que estamos lidando com hipdteses 
elaboradas para esse fim especial. Isso nao nos deve 
desencorajar se lembrarmos que a idade da biometrla 
se conta em d^cadas, ao passo que a fisica tern atr&s de 
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si uma historia varias vezeG secular. Podemos, entre- 
tanto, esperar que os incansaveis esforgos dos que tra- 
balham nesse campo levarao ao estabelecimento de um 
sistema de principios semelhante aquele de que se van- 
gloriam os fisicos. 

Varias tentativas ja se fizeram no sentido de dedu- 
zir formulas para a representagao das regularidades es- 
tatisticas por meio da dedugao abstrata. Discutiremos 
duas dentre elas, sem entrar, contudo, nas minucias da 
t6cnica matematica. A primeira e a dedugao de uma 
formula para a mortalidade, elaborada por Makeham. 
Partimos da suposigao de que o desaparecimento gra- 
dual de uma geragao depende de dois fatores. Um deles 
e constante em todas as idades, ao passo que o outro 
depende do gasto do organismo e reduz-lhe a capacidade 
de resistencia. A influencia deste ultimo fator aumenta 
a medida que a idade avanga. Depois estabelecemos 
uma quantidade que mede a mortalidade em uma certa 
idade e que e chamada intensidade de morte nessa idade. 
Traduzindo essas ideias na linguagem da matematica, 
estabelecemos uma equagao diferencial cuja solugao d^ 
uma formula que descreve bem as observagoes reais sobre 
a mortalidade. Observamos incidentemente que a ideia 
de formular uma hipdtese adequada sobre a intensidade 
de morte havia sido proposta antes e por essa razao fala- 
mos na formula de Gompertz-Makeham. 

Nao ha duvida quanto a corregao da solugao 
da equagao diferencial que, alias, e uma questao 
muito simples. O nosso julgamento quanto ao valor de 
toda a argumentagao depende inteiramente da confianga 
que depositamos nas suposigdes que nos levam a estabe- 
lecer essa equagao. Se forem tao legitimas quanto as 
suposigdes das quais se derivam as leis da queda dos 
corpos, nao hesitaremos em tirar todas as conclusdes 
que essa formula pode justificar. Uma dessas conse- 
quencias diz que a crdem em que uma geragao morre 
pode ser determinada com antecedencia, de maneira que 
a observagao real desse processo tern apenas o valor de 
um controle da corregao dos nossos cdmputos. As dis- 
crepancias existentes entre os calculos e as observagoes 
podem sugerir uma ligeira alteragao das constantes que 
entram na formula, mas o valor desta nunca pode ser 
discutido. 

Uma pessoa a qual este argumento e apresentado 
pela primeira vez, pode julgar o raciocinio artificial, e 
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constitue uma surpreza verificar que o resultado resiste 
a prova da experiencia. Essas ideias sao estranhas e a 
gente se sente tentada a negar que a intensidade de 
morte seja uma quantidade e possa ser expressa numeri- 
camente. Se lembrarmos que essa quantidade mantem 
uma relagao com a probabilidade de morrer em uma 
dada idade, esta dificuldade desaparece. As nogoes de 
massa, forga, energia, etc., com que opera a fisica atual- 
msnte, tambem nao foram corretamente definidas desde 
a primelra tentativa. As nogoes cientificas sao resul- 
tado de um desenvolvimento historico e nao se deve 
esperar que as nogoes exigidas pelas ciencias biologicas 
constituam uma excegao dessa regra. 

A segunda formula que pretendemos discutir 6 co- 
nhecida pelo nome de Lei de Pareto, e refere-se a assun- 
tos economicos. As publicagoes anuais relativas ao ren- 
dimento do imposto sobre a renda indicam o niimero 
de pessoas que auferiu rendas de determinada importan- 
cia. A tabela comega pela mais baixa renda tributavel 
e vai subindo, com intervales convenientes, ate a mais 
alta soma ganha por uma so pessoa no pals. Essa e a 
tabela da distribuigao das rendas e a sua representagao 
grafica da, a um so olhar, uma boa ideia geral dessa dis- 
tribuigao. Pareto nao se satisfez com o grafico feito da 
maneira habitual, e elaborou a sua propria curva esco- 
Ihendo uma certa escala de medida para os eixos X e Y; 
a sua nova carta demonstrou a existencia de uma rela- 
gao extraordinariamente simples entre a importancia 
da renda e o niimero de pessoas que a auferem. Usando 
deste fato como ponto de partida, ele tambem estabe- 
leceu uma equagao diferencial, cuja solugao nos da a 
lei que tern o seu nome. Essa formula foi aplicada em 
dados obtidos em diversos paises, com exito variavel. 
Existe, entretanto, um fato notavel relacionado com essa 
lei. A formula contem uma constante que varia muito 
pouco de pais para pais. Apresenta valores que vao de 
2,25 a 2,9 e parece indicar uma similaridade nas condi- 
goes economicas em varies paises. Uma das curiosas 
consequencias da lei de Pareto 6 o fato de que os obsta- 
culos que um individuo encontra nos seus esforgos para 
conquistar uma grande fortuna, nao semelhantes aos 
que dificultam a longevidade. Tanto a lei como as suas 
dedugoes teem sido frequentemente criticadas e muitas 
tentativas se teem feito para melhora-la. £ mais um 
exemplo em que partimos de solugoes adequadamente 
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escolhidas e chegamos a formulas que se adaptam as 
nossas observagdes. 

Ao julgar o valor de formulas como as de Makeham 
e de Pareto, precisamos esclarecer bem este ponto: a cor- 
reqao do raciocmio matematico nao esta em discussao. 
Na maioria dos casos, e bastante simples de maneira que 
um erro dificilmente passaria despercebido. O unico 
ponto a discutir e o estabelecimento da equacao dife- 
rencial e o valor das suposigoes usadas. Quando se tern 
ccmpleta confianga nelas, podem-se comparar as regu- 
laridades estatisticas com as astronomicas, como teem 
feito alguns autores proeminentes. Pode-se, por exem- 
plo, determinar as constantes da formula de Makeham 
por meio de umas poucas observagoes e entao predizer a 
ordem segundo a qual uma geragao morrera. Esta e a 
maneira otimista de considerar as regularidades esta- 
tisticas. 

O ponto de vista realista e mais cauteloso. Supo- 
nhamos que a formula de Makeham seja cor eta e que os 
coeficientes tenham sido determinados para o corrente 
ano. Mesmo nesse caso a nossa previsao do future nao 
e necessariamente correta, pois uma melhoria das con- 
digbes higienicas, resultante de uma nova invencao ou, 
por outro lado, a deflagragao de uma guerra pode alterar 
a probabilidade de sobrevivencia de maneira imprevisi- 
vel. A probabilidade de morrer depende de condigdes 
por demais numerosas para que seja possivel enumera- 
las ou toma-las todas em consideragao. As suposigoes de 
Makeham podem ser corretas, mas nao sao exaustivas. 
O grupo de condigoes cuja influencia e identica em todas 
as idades representa os perigos aos quais estamos ex- 
postos em todas as idades. Na realidade, esses perigos 
variam segundo as idades, como mostra o exemplo da 
guerra, que pbe os j ovens de ambos os sexos em maior 
perigo que os velhos. Observagao semelhante pode ser 
feita relativamente a segunda suposigao, de que a capa- 
cidade de resistencia do organismo diminue com a idade. 
De uma forma geral, sem duvida e verdadeira, mas para 
estabelecer a equagao diferencial precisamos especifica-la 
e isto implica uma suposigao dificil de justificar. 

O merito de tais formulas nao reside tanto na sua 
dedugao quanto ao seu exito em descrever grandes gru- 
pos de fatos. Uma vez de posse de uma formula dessa 
especie, podemos esquecer a sua dedugao e usa-la para 
os fins praticos para os quais foi inventada. O exito de 
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algumas destas formulas e verdadeiramente surpreen- 
dente. preciso dizer, a favor das deducdes abstratas, 
que estas formulas uteis sao tao complicadas que dificil- 
mente teriam sido encontradas atraves de tentativas so- 
mente. Assim, essas especulagoes abstratas, afinal de 
contas, veem servir a fins praticos, e, de qualquer ma- 
neira, nao se poderia prolbi-las, pois sao um dos mais 
fascinantes problemas da ciencia. 

7) A teoria das classes empiricas — Seja M uma 
classe da qual todos os elementos possuem um atributo 
A que admite uma determinagao numerica. O atributo 
A esta contido na definigao de M, mas o seu valor nu- 
mdrico e independente dela e nao pode ser deduzido da 
definigao de M. Aqui estao alguns exemplos; o peso 
dos indivlduos de determinado sexo e idade; a duragao 
dos casamentos; a proporgao entre a largura e a altura 
dos livros, das janelas ou das conchas de certas especies; 
a duragao do tempo de reacao ou qualquer outro pro- 
cesso fisiologico ou psicologico. Como caracterizaremos 
a classe em relagao a esse atributo numerico? 

O interesse logico deste problema e conhecido de 
ha muito, mas ate ha pouco tempo ninguem tentou dar- 
Ihe uma resposta exata. O atributo A pertence necessa- 
riamente a todos os elementos de M, mas o seu valor 
numerico permanece indeterminado. Nao existe, por 
exemplo, individuo humano que nao tenha peso, e a 
experiencia mostra que esse peso se situa entre dois 
limites, superior e inferior, de forma que fora desses 
limites nao se pode encontrar nenhum individuo da raga 
humana. 

O valor numerico de A e um atributo que nao esta 
contido na definigao de M, e a sua existencia em um 
individuo particular, pertencente a classe M, constitue 
acaso no sentido logico do termo. As vezes esse problema 
d apresentado sob a forma da seguinte pergunta: todos 
os indivlduos da especie "Homem" teem um certo peso; 
qual 6, por definigao, o peso do horn em? Uma resposta 
muito popular 6 a seguinte: uma nogao nao tern peso 
e a pergunta nao tern sentido. Esta brincadeira, que 
parece remontar ao filosofo Hume, ilude a dificuldade, 
mas nao a resolve. Se nos perguntassem qual d a cor 
da violeta, responderiamos que e um matiz escuro do 
azul, e nao nos entrincheirariamos por tras do argumen- 
to de que uma nogao nao tern cor. O fato 6 que os ele- 
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mentos de M diferem em relagao aos valores de A e o 
problema e o seguinte: como descrever essas variagoes? 

Chamamos empirica uma classe quando na expe- 
riencia real sao encontrados objetos que pertencem a 
essa classe. Llmitaremos as nossas consideragoes, daqui 
por diante, a essas classes empiricas cujos elementos po- 
dem ser ordenados por um atributo que admite determi- 
nagao numerica. A continuidade de A nao e exigida, 
mas a possibilidade de determinagao numerica e indis- 
pensavel. As classes dessa especie sao chamadas, em 
alemao "Kollektivgegenstande". Ao tratar de classes de 
organismos, usa-se o termo especie. 

O estudo das classes empiricas comega com a coleta 
de um amostra, sobre cujos elementos se fazem as men- 
suragoes exigidas. Verifica-se que os resultados se dis- 
persam sobre um intervalo maior ou menor, e que den- 
tro desse intervalo os resultados se distribuem de uma 
certa maneira. Os resultados se aglomeram mais inten- 
samente em certos pontos e, quando a amostra e sufi- 
cientemente grande, a representagao grafica dos dados 
sugere o contorno de uma curva. Esta e a curva de dis- 
tribuigao e uma formula que a represente e chamada a 
lei de distribuigao da classe. O estudo das leis de dis- 
tribuigao nas classes empiricas e um caso especial do 
problema mais geral de encontrar regularidades estatis- 
ticas, que ja discutimos mais atras. O atributo variavel 
e a variavel independente e as frequencias devem ser re- 
presentadas como fungoes desta. Os metodos matema- 
ticos usados para isso nao diferem dos que se empregam 
no estudo das regularidades estatisticas. 

A forma das distribuigoes e muito variada. Em 
muitas delas os valores se aglomeram ao redor de um 
valor situado no centro da tabela e as frequencias de- 
crescem em ambos os lados com maior ou menor rapi- 
dez. As curvas correspondentes teem um maximo que 
e chamado a moda e aproximam-se, nas duas extremi- 
dades, do valor zero. Algumas sao simetricas e decres- 
cem igualmente dos dois lados do maximo, enquanto que 
outras apresentam uma forte inclinagao de um lado, e 
caem em declive suave do outro. Alem disso, temos 
curvas com dois ou mais valores maximos e, eventual- 
mente, algumas que teem um maximo em uma das ex- 
tremidades da tabela e um minimo mais ou menos no 
centro. Essa variedade na forma das curvas exclue a 
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possibilidade de representar todas as distribuigoes por 
meio de uma unica formula. 

Uma dessas distribuigoes e de particular importan- 
cia. representada por uma curva que cai simetrica- 
mente dos dois lados e e chamada a curva normal de 
distribuigao. Uma distribuigao simetrica nao e neces- 
sariamente normal. A ascengao, e, em razao da sime- 
tria, a descida tambem, podem ser mais ou menos rapi- 
das, mas a curva e inteiramente determinada por duas 
quantidades: primeiro, a posigao do maximo e, segundo, 
uma quantidade que caracteriza a rapidez da ascengao. 

A curva normal de distribuigao tern varias qualida- 
des que a tornam extremamente util para fins praticos. 
A primeira e que as duas quantidades que caracterizam 
a distribuigao sao faceis de calcular — vantagem pra- 
tica que nao deve ser subestimada. A segunda e que a 
media dos valores observados coincide com o maximo da 
curva. Isto implica que os desvios positives e negatives 
da media teem as mesmas probabilidades e que podemos 
descrever toda a classe atraves de um individuo que cor- 
responde a media. Afim de descrever a classe, toman 10s 
um desses indivlduos que possuem o atributo A no sen 
valor mais frequente, e qualquer afirmagao que seja ver- 
dadeira a respeito desse individuo, devera ser verdadeira 
a respeito de toda a classe, pois para cada individuo que 
possue esse atributo em um grau mais alto, havera outro 
individuo que possue esse atributo em grau igualmente 
mais baixo. 

Em uma distribuigao normal, a media e representa- 
tiva ou tlpica de toda a classe. Os indivlduos particula- 
res diferem da media, mas trata-se meramente de desvios 
casuais do tipo. 

O valor mais provavel e a media nao coincidem nas 
distribuigoes assimetricas. A consequencia e que nao 
existe um tipo, no sentido que acabamos de definir e nao 
podemos descrever toda a classe atraves de um indivi- 
duo. Desvios positives e negatives de iguais magnitu- 
des nao teem as mesmas probabilidades. Aqui vemos a 
importancia da suposigao de que uma distribuigao em- 
plrica possa ser representada por um curva normal. Se 
esta afirmagao for provada por fatos, constituira um 
importante conhecimento, mas se Ihe faltar esse apoio, 
sera apenas uma suposigao arbitraria. 
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8) Observacoes sobre a historia da lei normal — 
A lei normal foi usada pela primeira vez na teoria dos 
erros de observagao e o metodo dos minimos quadrados, 
que busca a eliminagao desses erros, nela se baseia. 
Fora deste campo limitado, foi empregada em primeiro 
lugar por Quetelet, cuja rica personalidade merece a nos- 
sa atengao. Comegou como estudante de arte, escreveu 
poesias, e colaborou em uma opera que chegou a ser 
levada em Ghent, em 1816. Para ganhar a vida, aceitou, 
em 1815, com a idade de 19 anos, um cargo de professor 
de matematica. Em 1823 foi a Paris a servigo, e la entrou 
em contacto com os mais proeminentes matematicos 
franceses. Jovem e entusiasta como era, apanhou-lhes 
as ideias sobre a probabilidade e a influencia exercida 
sobre ele por Poisson foi particularmente forte. A de- 
monstragao de Poisson do teorema que tern o seu nome 
e inteiramente abstrata e despida de qualquer misticis- 
mo, mas existe no seu pensamento sobre o seu proprio 
raciocinio relative ao teorema, um elemento que, embora 
vago, apresenta uma forte atragao para a imaginagao. 
"Coisas de todas as especies, diz ele, estao sujeitas a uma 
lei que podemos chamar a lei dos grandes numeros. 
Segue-se destes exemplos que a lei geral dos grandes 
numeros e um fato indiscutivel, que resulta das expe- 
riencias que nao se contradizem',. Para ele a lei dos 
grandes numeros e uma lei da natureza, e nao simples- 
mente a proposigao abstrata tao inteligentemente de- 
monstrada no seu livro. 

Logo apos o regresso de Paris, Quetelet comegou a 
sua longa serie de publicagoes sobre a aplicagao da pro- 
babilidade aos problemas sociais. Os seus livros e arti- 
gos sao escritos de maneira atraente e possuem o raro 
merito de prender a atengao do leitor. Acumula exem- 
plos sobre exemplos afim de ilustrar a lei dos grandes 
numeros, extraindo-os principalmente das estatisticas 
sociais. Quando fala das regularidades dos suicidios, ou, 
para usar as suas palavras, da "terrivel exatidao com que 
os crimes se reproduzem", encontra palavras que nao 
podem deixar de comover o leitor. A personalidade for- 
te e atraente de Quetelet forneceu o impulso que a esta- 
tistica, nos seus primordios, tanto necessitava. Sem pre- 
tender diminuir em nada os seus meritos, discutiremos 
os seus pontos de vista a respeito da lei normal e do seu 
emprego na estatistica. 
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Quetelet concebeu a ideia de que a natureza produz 
os individuos de uma especie de acordo com um certo 
tipo e ao faze-lo comete erros da mesma maneira que 
um observador mais ou menos cuidadoso comete ao me- 
dir uma quantidade empirica. Cada individuo oferece 
uma oportunidade para que se observe o tipo da sua 
especie, mas ao faze-lo cometemos certos erros devidos 
ao fato de que o individuo nao e um representante per- 
feito do seu tipo. 

A curiosa posigao ocupada pela lei normal no pen- 
samento de Quetelet pode ser melhor observada na sua 
investigagao relativa a altura de 100.000 recrutas fran- 
ceses. Sob alguns aspectos os seus calculos concordam 
muito bem com os fatos observados, mas estimaram em 
26.345 o numero de recrutas cuja altura estaria abaixo 
do minimo, quando na realidade 28.620 homens ficaram 
isentos do servigo militar em razao da sua pequena esta- 
tura. A conclusao mais prudente parece ser que a for- 
mula nao concorda muito bem com as frequencias obser- 
vadas nas classes mais baixas, mas Quetelet vai mais 
longe e ve, no fato de que foi recusado um numero de 
homens maior que aquele que os calculos levavam a 
esperar, a prova de que operagoes fraudulentas haviam 
sido praticadas no recrutamento. A sua opiniao e que, 
exatamente em 2.275 casos os recrutas haviam sido re- 
cusados fraudulentamente. 

Do ponto de vista formal, o argumento de Qu6telet 
e identico ao raciocinio que levou Gauss a conclusao re- 
lativa ao metodo pelo qual foi calculado o logaritmo da 
fungao tangente nas taboas de Vega. A diferenga estd 
no material em questao. Neste caso, nao resta diivida 
quanto a corregao das suposigoes sobre as quais se ba- 
searam os calculos, ao passo que a lei normal e primeiro 
provada com base no material investigado e entao uma 
parte desse material e rejeitada, porque nao se confor- 
ma com a lei. Quetelet combina dois pontos de vista 
conflitantes em relagao a lei normal da distribuigao. Ve 
nela um resultado da experiencia, mas considera-a tam- 
bem como uma norma a qual a experiencia se tern que 
conformar. 

Quetelet aferrou-se a esses pontos de vista a despeito 
do fato de Ihe haverem sido comunicados dados que nao 
deixam duvida quanto a existencia de classes empiricas 
com distribuigoes assimetricas. No seu livro sobre a 
probabilidade publicou taboas sobre as variagoes da pres- 
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sao barometrica, que apresentavam uma distribuigao niti- 
damente assimetrica. Essas tabelas Ihe haviam sido co- 
municadas por Bravais, que imediatamente assumiu o 
ponto de vista correto: a cada classe empirica correspon- 
de uma curva particular de distribuigao, cuja lei pode- 
mos encontrar em alguns casos, e em outros nao. No 
primeiro caso podemos deduzir a formula quer dos priri- 
cipios gerais, quer da experiencia. 

Esse ponto de vista moderado passou despercebido, 
e e curioso notar o forte ascendente exercido pelos pontos 
de vista de Quetelet sobre o espirito dos investigadores. 
Parece que G. Th. Fechner, o pai da psicofisica, foi o 
primeiro a estudar as distribuicoes empiricamente e sem 
ideias preconcebidas. Continucu por muitos anos nos 
seus esforcos persistentes, e na epoca da sua morte o 
seu trabalho ainda nao estava terminado. As suas no- 
tas, publicadas postumamente, constituem uma curiosa 
leitura. Fechner apresenta um fato apos outro afim de 
provar que a lei normal nao descreve todas as distribui- 
goes, mas nao tira a conclusao obvia de que as distri- 
buigoes devem ser investigadas sem hipoteses preconce- 
bidas. Quando chega ao ponto em que deve formular 
a sua propria teoria, a solugao que apresenta e impre- 
cisa e consiste meramente em uma leve variagao da for- 
mula, que nao difere essencialmente da hipotese da lei 
normal. 

A solugao de Fechner nao e nem original nem sa- 
tisfatoria, mas o seu merito consiste na compreensao de 
que o estudo das distribuigoes e um problema empirico. 
A publicagao tardia dos seus estudos foi de lamentar-se, 
pois roubou-lhe grande parte do renome que Ihe e de- 
vido como um dos criadores desses estudos. Gosto de 
tentar adivinhar as razdes pelas quais Fechner adiou 
a publicagao dos seus pontos de vista. As notas dao a 
impressao de que havia chegado ao ponto de vista correto 
relativamente a lei normal na decada de 1880 e que nessa 
data tinha a sua disposigao um acervo consideravel de 
dados. O que faltava era a ideia de como poderiam 
esses dados ser tratados matematicamente. O trabalho 
de Pearson e de Bruns indicam com bastante exatidao 
as ideias que faltavam a Fechner. O cientista muitas 
vezes se confronta com uma situagao dessa especie, mas 
ninguem sabe se a inspiragao correta surgira ou nao. 
Quando ele tern essa sorte chamam-no de genio, e no 



— 193 — 

caso contrario, o mdximo que pode conseguir € um com- 
padecido sacudir de ombros. 

Pearson rejeita a ideia de que todas as distribuigoes 
possam ser representadas por uma curva normal. Ela- 
borou fdrmulas para uma serie de curvas tao diversas 
na fdrma, que uma delas com certeza convira a qualquer 
distribuigao dada. Ao estudar um problema particular, 
temos que decidir primeiro qual a curva que pretende- 
mos usar e esta decisao 6 atingida por certo numero de 
passos que Pearson descreve detalhadamente. O passo 
seguinte consiste em determinar essa curva de tal forma, 
que se adapte tanto quanto possivel ks observagoes. A 
curva normal e apenas um dos casos possiveis. 

Pearson aliava um espirito vivo e incisivo a capaci- 
dade de plane jar e executar investigagoes estatlsticas. 
Alem disso, teve a felicidade de encontrar um grande mi- 
mero de colaboradores e a sua influencia na estatistica 
s6 pode ser comparada com a de Quet&et. E nao deve- 
mos esquecer que a sua "Gramatica da Ciencia" e um 
dos grandes livros sobre as teorias cientificas. Tomou 
como norma de vida ter sempre um "hobby" intelectual 
— uma pesquisa historica ou cientifica — alem do seu 
trabalho profissional e aconselhava aos seus confrades 
a fazer o mesmo, pois dessa forma se adquirem muitas 
informagoes que podem vir a ser uteis. 

Seria uma tarefa laboriosa e, talvez, nao muito fe- 
cunda, expor detalhadamente os pontos de vista de 
Pearson sobre a curva normal. Citaremos apenas duas 
passagens que tornam bastante clara a sua maneira de 
ver. Ele propoe a questao de saber se a suposigao de 
uma curva normal se justifica ao estudar uma distri- 
buigao e argumenta da seguinte fdrma: Esta suposigao 
certamente nao £ valida para todos os organismos vivos, 
mas descreve de maneira notavel a maioria das quali- 
dades do homem. Nao se pode afirmar que nao existam 
atributos de individuos humanos cuja distribuigao dis- 
corde da curva normal, mas, na realidade, existem muito 
poucos que nao se conformam com ela e para fins prd- 
ticos podemos admitir que a curva normal § uma boa 
primeira aproximagao para representar os fatos reals. 

As razoes prdticas desempenham papel importante 
nesta questao. Alguns problemas admitem uma solugao, 
seja qual f6r a distribuigao, mas, enquanto que no caso 
da distribuigao normal a solugao £ relativamente sim- 
ples, nos casos gerais oferece dificuldades quasi insupe- 
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raveis. A diferenga e tal que equivale a dizer que nao 
existe uma solugao geral. A hipotese de uma distribui- 
gao normal nos capacita a colher informagoes que nos 
tornariam possivel ver o problema sob uma nova luz. 

Nao levantaremos objegao contra o uso da curva 
normal, que ja provou a sua utilidade em muitos casos, 
ao tratar de distribuigoes que nao sabemos ao certo se 
sao ou nao normals. Tentar usar uma hipotese, que ja 
provou previamente o seu valor, em campos onde ainda 
nao foi experimentada, e uma maneira de proceder auto- 
rizada pelas regras da indugao. Deve haver, entretanto, 
uma semelhanga entre o campo experimentado e o nao 
experimentado. duvidoso que exista tal semelhanga 
se tentarmos, partindo da distribuigao normal dos atri- 
butos somaticos nos indivlduos humanos, tirar conclu- 
sdes quanto a distribuigao das suas qualidades mentals 
e intelectuais. 

Pearson tenta aplicar essa hipotese a um material 
nao muito extenso, relativo a inteligencia dos escolares 
da Suecia, medida pela escala de Binet. Os resultados 
nao concordam muito bem com a hipotese de uma dis- 
tribuigao normal. Parece que seria razoavel parar aqui^ 
mas Pearson argumenta que esta falta de acordo entre 
resultados observados e calculados e devida a uma falha 
na aplicagao dos testes. Na realidade, trata-se aqui da 
mesma especie de erro cometido por Quetelet ao explicar 
as irregularidades dos seus resultados atribuindo-os a 
fraudes praticados pelos oficiais do recrutamento. 

Parece que Pearson, no inicio da sua carreira, atri- 
buia uma especie de realidade metafisica a curva normal. 
Para ele, nessa epoca, a distribuigao normal era a regra. 
Uma assimetria ou qualquer outro desvio da curva nor- 
mal era atribuido a falta de homogeneidade do material. 
Uma classe dessa especie e uma mistura de duas ou mais 
classes simples de distribuigao normal. Dai resulta o 
problema de representar uma dada distribuigao assime- 
trica como a soma de duas cu mais curvas normals. Este 
problema algebrico tern varies pontos bastante tecnicos 
e e mais facil explica-lo por meio de um exemplo. 

Temos um grupo de homens de 20 anos; metade e 
constituida por noruegueses e a outra metade por japo- 
nesss. Em ambos os subgrupos a distribuigao e normal, 
mas a altura dos noruegueses e consideravelmente maior 
que a dos japoneses, e a curva resultante apresentara 
duas modas bem pronunciadas. Suponhamos agora que 
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a proporQao dos dois subgrupos e diferente e que somente 
5% dos homens pertencem a raga mais alta. A curva 
resultante tem somente um m£ximo bastante pronun- 
ciado, mas e assimetrica, pois o seu declive e mais lento 
por causa da presen?a de um certo numero de individuos 
altos. 

Pearson usou com exito este raciocinio no seu tra- 
balho biometrico. Havia duas amostras de uma certa 
especie de caranguejos, uma colhida em Plymouth e 
outra na baia de Napoles. Mediram-se a largura e o 
comprimento dos animals e verificou-se que a distribui- 
qao dos caranguejos de Plymouth era simetrica, ao passo 
que a dos caranguejos de Napoles era assimetrica. Pear- 
son analisou esta ultima amostra e verificou que essa 
distribuigao assimetrica podia ser muito bem represen- 
tada como a soma de duas curvas normals. Se e ver- 
dade que cada curva normal define um tipo ou especie 
particular, devemos concluir que os caranguejos colhidos 
na baia de Napoles pertenciam a duas especies diferen- 
tes que deviam ser separadas. Tal material e uma mis- 
tura de tipos e deve ser separado nos seus elementos. 
Pearson aplicou o seu metodo a amostra de Plymouth e 
verificou que a distribuigao nao podia ser resolvida na 
soma de duas curvas normals. Este material, portanto, 
e considerado como homogeneo. Essas verificagdes po- 
deriam ser interpretadas da seguinte forma: os caran- 
guejos de Napoles comegaram a variar e os de Ply- 
mouth nao. 

O problema de analisar uma dada distribuigao divi- 
dindo-a em um certo numero de curvas normais, leva- 
nos involuntariamente a pensar em um problema seme- 
Ihante no campo da aciistica. O som e produzido pela 
vibragao do ar e qualquer vibragao dada pode ser anali- 
sada e dividida em somas de vibragoes simples, tais como 
as que produz um diapasao. Um som de uma certa altu- 
ra e produzido por uma vibragao de frequencia corres- 
pondente e esta frequencia e a mesma, seja qual for o 
instrumento produtor do som. Alem desta vibragao ba- 
sica, ha vibragoes secundarias, cujas frequencias sao 
multiples daquela. Estas vibragdes produzem os chama- 
dos harmonicos que sao diferentes para cada instrumento 
e que nos permitem reconhecer o instrumento pelo qual 
o som foi produzido. Os harmonicos sao facilmente iden- 
tificaveis com auxilio dos ressoadores, esferas de metal 
das quais foi cortado um segmento e que possuem um 
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dispositivo para ser adaptado ao ouvido; as ondas sono- 
ras penetram pelo espago aberto. Um ressoador respon- 
de somente a um som de determinada altura. Colocan- 
do-o ao ouvido, ao ser produzido o som correspondente, 
este e fortemente reforgado. 

A semelhanga formal entre a analise das ondas so- 
noras, reduzindo-as a uma soma de vibragoes simples e 
o metodo de Pearson de analisar a distribuigao reduzin- 
do-a a soma de curvas normals, e obvia. Existe, entre- 
tanto, uma diferenga pratica. Podemos demonstrar a 
existencia fisica de ondas sonoras simples por meio dos 
ressoadores, mas nao existe um metodo por meio do 
qual possamos distinguir os individuos pertencentes aos 
diferentes tipos. Nao devemos nos satisfazer com a cons- 
tatagao de que a amcstra apresenta uma mistura de ti- 
pos, queremos separa-los. Quando os tipos diferem tanto 
quanto no exemplo dos noruegueses e japoneses, a sepa- 
ragao das duas classes nao e dificil, pois os individuos 
das duas classes diferem nao somente quanto a altura 
fisica, mas tambem em relagao a muitos outros atribu- 
tos, como por exemplo a cor do cabelo e dos olhos. A 
distingao e muito mais dificil no caso de uma esp6cie 
que comegou a variar e na qual, talvez, os efeitos da va- 
riagao sejam percebidos nas alteragoes obtidas por um 
unico atributo. 

Existe um argument© bastante sutil que prova a 
importancia do fato de que uma dada distribuigao pode 
ser analisada e reduzida a soma de curvas normais. 
Qualquer curva comum pode ser representada como a 
soma de certas fungoes simples, mas a formula da curva 
normal nao pertence a este grupo. Se uma dada distri- 
buigao pode ser representada como a soma de curvas 
normais, devemos concluir que este resultado tern signi- 
ficagao objetiva e que se trata de uma mistura de tipos. 
Ao tentar realmente solucionar um problema desta espe- 
cie, e preciso acautelar-se contra muita-s ciladas, como 
por exemplo o grau de aproximagao que a nossa amostra 
justifica e o numero de tipos necessario para explicar a 
distribuigao observada. 

A prova de que uma amostra apresenta uma mis- 
tura de tipos e laboriosa e o seu exito esta longe de ser 
seguro. Aventuramo-nos a iniciar tal empreendimento 
somente quando temos alguma razao para suspeitar que 
a definigao da classe que pretendemos investigar nao e 
precisa, pois entao a distribuigao devera ser assim^trica. 
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A assimetria da distribuigao, por si s6, nao § prova da 
existencia de uma mistura de tipos. Devemos abordar 
o estudo da distribuigao de uma classe empirica sem 
quaisquer ideias preconcebidas, e aceitar as conclusdes 
tais como sao. No capitulo seguinte explicaremos algu- 
mas das conclusoes sugeridas pelo fato de que uma classe 
empirica apresenta uma distribuigao normal. 

9) As observagoes de Lexis — Devemos comegar a 
discussao da teoria de Lexis observando que no seu ma- 
terial os resultados da observagao e dos calculos concor- 
dam muito bem, ao passo que nos dados concernentes 
aos mesmos fatos, obtidos por outros investigadores, o 
acordo nao 6 tao perfeito. Nos seus estudos sobre a mor- 
talidade humana, Lexis observou que o niimero de pes- 
soas falecidas apresenta um mdximo nas vizinhangas de 
setenta anos, e pergunta se a idade em que 6 mais pro- 
vavel morrer tern o valor de um tipo. Primeiro deter- 
minou a idade para a qual o mimero de falecimentos e 
o maximo. Alem dessa idade, o mimero de falecimentos 
decresce gradualmente at6 zero, de uma maneira que 
faz lembrar uma das partes descendentes da curva nor- 
mal. A quantidade que caracteriza o decrescimo e en- 
contrada da mesma maneira que em qualquer outra dis- 
tribuigao normal. 

A distribuigao das idades alem do mdximo aproxi- 
ma-se muito da distribuigao normal, mas para as clas- 
ses mais jovens este acordo 6 encontrado somente nas 
vizinhangas do maximo e depois desaparece completa- 
mente. As idades mais elevadas mostram o process© 
tipico de desaparecimento de uma geragao, ao passo que 
nas classes mais jovens esta regularidade e encoberta 
pela morte prematura. Podemos interpretar esses fatos 
no sentido de que uma vida de 70 anos aproximadamen- 
te, e tipica para os organismos humanos. Influencias 
externas causam o desaparecimento de muitos indivi- 
duos antes desta idade, mas quando um individuo alcan- 
gou esta idade ou aproximou-se suficientemente dela, a 
duragao da vida depende quasi que exclusivamente do 
grupo de condigoes representado pelo seu organismo. O 
organismo de cada individuo 6 constituido de maneira 
a durar um certo tempo e a idade correspondente serd 
realmente atingida se o individuo escapar aos perigos 
da morte prematura. Ao atribuir uma certa duragao de 
vida a cada individuo, a natureza segue um certo tipo 
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e os desvios deste tipo apresentam uma distribuigao 
normal. O organismo humano e um instrumento que 
trabalhara por um certo tempo, da mesma forma que 
uma lampada eletrica e fabricada para produzir luz 
durante um certo numero de horas. O processo pelo 
qual as lampadas sao fabricadas e calculado de maneira 
a dar-lhes uma certa duragao util, embora circunstan- 
cias casuals possam aumentar ou dimlnuir esse perlodo. 
A duragao da vida que um individuo atingira, se nao for 
eliminado por influencias externas, depende de um gru- 
po de condigoes tao constante quanto as que se obser- 
vam no experimento da prancha de Gal ton ("Galton's 
board"). 

Lexis explica os fatos estatlsticos da mortalidade in- 
fantil, da morte prematura e da morte tipica por meio 
do que pode ser chamado um modelo mecanico. Por 
mortalidade infantil designamos o terrivel fato de que 
uma alta percentagem das criangas morre no decorrer 
dos primeiros dois ou tres anos de vida. Os modelos me- 
canicos dessa especie servem nao somente para fins dida- 
ticos, mas esclarecem tambem as nossas ideias sobre o 
fenomeno que pretendemos compreender. 

Um individuo atira bolas sobre um alvo fixado no 
solo a uma distancia de 70 pes mais ou menos. As bolas 
param nos pontos em que tocam o solo. Algumas delas 
alcangarao o alvo, enquanto que outras virao colocar-se 
antes ou depois dele, e em uma serie longa de provas, 
lances de dada magnitude se distribuirao normalmente 
de tal forma que o maximo da distribuigao coincidira 
com o alvo. Os lances errados se aglomerarao mais ou 
menos densamente ao redor do alvo conforme a habili- 
dade da pessoa que atira as bolas. 

Uma parte consideravel das bolas e defeituosa e ina- 
dequada para o lance, por ser, por exemplo, leve demais. 
Essas bolas nao sao atiradas ao alvo: o jogador se limita 
a abandona-las, a alguns pes do lugar em que esta. 
Essas bolas representam as criangas que nascem fracas 
e nao teem possibilidade de sobreviver. 

Uma outra pessoa se coloca entre o jogador e o 
alvo, e tenta apanhar as bolas no ar. Coloca-as no lugar 
em que foram apanhadas. Entre 15 e 40 pes, o numero 
de bolas apanhadas para cada pe do solo e mais ou menos 
o mesmo, ou aumenta lentamente. Alem de 40 pes o 
numero de bolas apanhadas vai gradualmente decres- 
cendo, de maneira que mais bolas terminam a sua tra- 
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jet6ria sem interrupgao. De 45 pes em diante, a inter- 
ferencia com o trajeto das bolas diminue rapidamente, 
e apartir de 60 pes desaparece quasi completamente. 

Apos muitos milhares de provas, teremos o seguinte 
resultado. Um numero consideravel de bolas estara no 
chao a alguns pes do ponto em que iniciaram a sua tra- 
jetoria. As bolas apanhadas no ar formam um grupo 
denso no inicio, mas que desaparece quasi completa- 
mente de uma distancia de 60 pes para diante. As bolas 
que terminam a trajetoria sem interrup^ao formam 
uma distribuigao normal. 

Esses tres grupos representam a mortalidade infan- 
til, a morte prematura e a morte normal. As bolas que 
foram simplesmente postas de lado representam as 
criangas que nasceram com uma constituigao fraca ou 
defeituosa. A pessoa que apanha as bolas no ar repre- 
senta os perigos aos quais os adultos estao expostos no 
decorrer da vida. Para os homens, sao os perigos das 
profissoes, e para as mulheres os perigos da maternidade 
e a fadiga proveniente das tarefas diarias. O enfraque- 
eimento do organismo com a idade e o esforgo de ganhar 
a vida, aumentam as possibilidades de morte ate uma 
certa idade. Uma pessoa que escapou desses perigos, 
esta mais ou menos a salvo de destruipao por influen- 
cias externas. A partir de uma certa idade, que Lexis 
situa ao redor de 60 anos, o individuo quasi nao e amea- 
^ado por perigos externos e o seu organismo e entregue 
as forcas naturais de destruigao. 

Lexis devotou muito tempo e energia a estas inves- 
tigagoes. As condigoes nas quais o organismo humano 
6 produzido mostram uma uniformidade que tende a 
produzir um tipo, e a duragao da vida e um dos atri- 
butos tipicos. A mortalidade tipica e uma consequen- 
cia da duragao tipica da vida. Todos os individuos huma- 
nos entram na existencia com um organismo predesti- 
nado para uma certa duragao de vida e depende do 
acaso ser ou nao destruido antes de alcangar esse limite. 

Pearson atacou este problema analisando a curva 
observada da mortalidade e reduzindo-a a curvas corres- 
pondentes as suas fdrmulas. Distingue a mortalidade 
da velhice, da meia idade, da juventude e da infancia. 
Nesta indue a mortalidade prenatal. As dificuldades 
tecnicas deste problema sao muito grandes e, provavel- 
mente, nao podem ser resolvidas sem algumas suposi- 
goes mais ou menos arbitr^rias. 



10) Um exemplo extraido da estatistica escolar — 
Um modelo mecanico auxilia a compreensao e oferece 
uma imagem vivida da interagao dos diferentes fatores. 
Serve para fins diddticos, mas nao aos da investigagao. 
Queremos explicar o uso de tais modelos com um exem- 
plo extraido da estatistica relativa a idade dos escolares. 

A idade em que uma crianga deve entrar na escola 
6 fixada por lei e a mesma lei estabelece que a educagao 
da crianga deve continuar ate uma outra idade. A dis- 
tribuigao das idades nos graus inferiores 6 acentuada- 
mente assimetrica, apresentando-se o decrescimo da 
curva muito mais lento que a sua ascengao. Ao nu- 
mero das criangas que entram na escola soma-se o da- 
quelas que nao foram promovidas. As curvas sobem 
rapidamente ate um maximo e caem rapidamente de 
inicio, depois cada vez mais lentamente. Esta assis- 
metria diminue gradualmente em relagao as classes mais 
adiantadas e desaparece quasi completamente nos ulti- 
mos graus. 

O numero de alunos nos graus mais adiantados di- 
minue, o que pode ser observado na representagao gra- 
fica destas distribuicoes, uma vez que as areas abrangi- 
das, pelas curvas se tornam menores. Este fato e perfeita- 
mente nitido nas estatisticas escolares americanas. Esta 
diminuigao do numero de alunos nos graus mais adian- 
tados e devida somente em grau muito pequeno a mor- 
talidade. A razao principal e que as criangas sao tira- 
das da escola, em contravengao a lei. Essa diminuigao 
representa um serio problema para o educador e muitas 
medidas teem sido sugeridas para conservar as criangas 
na escola. O exito dessas medidas e relative, pois os in- 
dividuos que se encontram sob pesada pressao econo- 
mica transgridem com muita habilidade a lei. 

Podemos visualizar esses fatos imaginando que um 
certo numero de bolas sao postas em movimento com a 
mesma velocidade inicial em um meio resistente. Sao 
todas de igual tamanho e da identica constituigao flsica, 
mas diferem apenas no peso. A quantidade de energia 
com que as bolas partem nao e a mesma, e a medida 
que a energia e consumida pela resistencia do meio, as 
velocidades se tornam diferentes. 

Dividimos o intervalo total ao longo do qual se 
movem as bolas em um certo numero de intervalos iguais, 
oito, por exemplo. As bolas nao partem do mesmo pon- 
to, mas em caso nenhum se situa este ponto a uma dis- 
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tancia maior que seis ou sete intervalos a partir da ex- 
tremidade inferior do primeiro intervalo. O movimento 
das bolas 6 regulado de fdrma que deverao entrar no pri- 
meiro intervalo em um certo momento. O numero de 
bolas que penetram no primeiro intervalo permanece 
constante ou varia muito lentamente. Imaginamos que 
uma pessoa apanha algumas destas bolas, de maneira 
que sao retiradas e escapam a observagao. 

Contamos as bolas encontradas em cada um desses 
oito intervalos e ordenamo-las de acordo com a dura- 
gao do tempo que levaram se deslocando. Alguns in- 
tervalos estao tan distantes que as bolas cujo peso nao 
atinge uma certa magnitude nao podem alcanga-los. 
Se o peso das bolas for distribuido simetricamente ao 
redor da media, a distribuigao nessas classes sera tam- 
bem simetrica. Nos intervalos inferiores devera haver 
assimetria, pois as novas bolas sao somadas as que fo- 
ram retardadas. 

A pessoa que apanha as bolas no caminho representa 
as influencias ilegais que removem as criangas da escola 
antes da idade determinada. A resistencia do meio re- 
presenta as exigencias do trabalho escolar que a crianga 
tern que satisfazer. O peso desigual das bolas representa 
a capacidade mental com que a crianga inicia a sua car- 
reira. A magnitude dos intervalos corresponde k dura- 
gao do ano escolar e o tempo durante o qual a bola se 
move, representa a idade da crianga. 

O sistema educacional de cada pais e resultado de 
um desenvolvimento historico e, em todos os paises que 
usufruem um alto nivel cultural, adapta-se a capacidade 
e ^s necessidades do povo. conveniente dar as criangas 
tanta instrugao quanto for possivel e estabelecer altos 
padroes para promogao ao grau seguinte, mas nao adian- 
ta tornar esses padrdes tao altos que somente as crian- 
gas excepcionalmente dotadas possam alcanga-los O es- 
tudo da distribuigao das idades dos alunos nos diversos 
graus sugere uma resposta k questao de saber se as exi- 
gencias da escola estao bem adaptadas ^s capacidades 
dos alunos. 

Em primeiro lugar precisamos exigir que o numero 
de criangas que sao tiradas da escola em contravengao k 
lei seja tao pequeno quanto possivel. Um idealista in- 
sistiria em que tais casos nao deviam absolutamente 
acontecer, mas o estatistico conhece a impossibilidade 
pr&tica de forgar o cumprimento da lei que determina 
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que todas as criangas de determinada idade frequentem 
a escola. Nos paises onde nao existe imigragao, o nii- 
mero de alunos das classes mais adiantadas decresce ne- 
cessariamente, pois algumas criangas desaparecem por 
razoes naturals ou outras, inevitaveis. A mortalidade 
nesses grupos inferiores de idade e pequena e a dimi- 
nuigao das criancas nos graus mais adiantados nao sera 
consideravel. Isto ficara demonstrado pelo fato de que 
as curvas de distribuigao construidas com base na mes- 
ma escala cobrirao areas aproximadamente iguais. 

As instrugoes distribuidas pelo governo aos profes- 
sores estabelecem um minimo de aproveitamento que a 
crianga precisa demonstrar para que possa ser promovi- 
da ao grau seguinte. A experiencia mostra que estas 
instrugoes nao sao interpretadas da mesma maneira em 
todas as escolas, e cada uma produz um tipo proprio. 
O programa e, para o aluno, alguma coisa dada, mas o 
professor determina o tipo de acordo com os seus pon- 
tos de vista proprios. O professor, ao interpretar o pro- 
grama, escolhe o tipo que pretende produzir. Esta esco- 
Iha nao e necessariamente consciente, pois muitos pro- 
fessores seguem simplesmente as instrugoes que Ihes sao 
dadas, mas aqueles que teem experiencia e um vivo in- 
terese pela sua profissao, teem pontos de vista bem defi- 
nidos quanto ao que se julgam com direito de esperar 
dos seus alunos. 

O educador, que estabelece os programas e as fina- 
lidades gerais da instrugao em um sistema de escolas, 
tern que escolher o tipo que pretende produzir. Precisa 
esclarecer o que sera exigido dos alunos que terminarem 
o curso, e deve ter uma ideia da inteligencia media e de 
outras capacidades mentals que pode esperar encontrar 
nos alunos que frequentarao a escola. O programa deve 
ser estabelecido de maneira que o objetivo da instrugao 
seja atingido dentro do tempo prescrito pelo maior nu- 
mero possivel de criangas, de maneira tipica. O tipo e 
produzido gradualmente e se apresenta somente no ulti- 
mo grau. O tipo deve ser atingido quando a crianga 
termina o curso e isto implica que a distribuigao das 
idades e assimetrica em todos os graus e normal so- 
mente para o grupo de criangas que termina o curso. 
O numero de alunos deve diminuir nos graus mais adian- 
tados, porque os que nao forem capazes de terminar o 
programa no tempo prescrito' sao postos de lado. Se as 
normas de promogao forem excessivamente rigidas, um 
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numero excesivo de alunos deixara de terminar o curso. 
O ideal seria que a ^rea da curva normal dos alunos que 
teminam o curso fosse tao grande quanto possivel, jxus 
nesse caso a produgao do tipo exigiria um numero de 
sacrificios tao pequeno quanto possivel. 

11) Da nogao de tipo — A palavra "tipo" pertence 
ao grupo de palavras livremente usadas, mas de dificil 
definigao. Tern um sentido preciso quando a palavra 
"tipico" e usada no sentido de "caracterlstico" e se refe- 
re a um atributo cuja presenga prova que um objeto 
pertence a uma certa classe. Assim o medico diz que 
um sintoma e tipico de uma certa doenga quando a sua 
presenga prova que o doente sofre dessa molestia. A 
palavra designa um atributo constitutivo dos membros 
de uma classe. 

A estatistica atribue um sentido preciso as palavras 
"tipo" e "tipico"; referem-se ao atributo quantitative A, 
pelo qual os elementos da classe empirica M podem ser 
ordenados e dar uma distribuigao normal. Nesta defi- 
nigao, e esencial que o atributo A seja quantitative. Po- 
demos levantar a seguinte questao: se A e tipico de M, 
existem outros atributos pelos quais os individuos per- 
tencentes a M possam ser ordenados e apresentar uma 
distribuigao normal? 

Sentimo-nos inclinados a dar uma resposta posi- 
tiva, porque os atributos de um individuo sao correla- 
cionados e parece plausivel que as condigdes que produ- 
zem um tipo em relagao a A produzam tambem distri- 
buigoes normais, relativamente a atributos relacionados 
com A. Lembrem-se do exemplo da idade tipica para 
terminar o curso escolar. Parece razoavel supor que 
essas criangas mostrarao tambem pesos e alturas tipicos 
se tomarmos na devida consideragao os sexos respecti- 
vos. A questao de saber se esse peso e altura tipicos 
existem, e uma questao de fato e deve ser estabelecida 
pela experiencia, nao pela matematica. A dificuldade 
consiste em colher os dados necessaries, nao em escrever 
longas formulas. 

Encontrar tipos estatisticos d um trabalho eminen- 
temente tecnico que nao pode ser empreendido por qual- 
quer um. Usamos tambem essa palavra para as imagens 
mentais que surgem em nos ao contemplar objetos que 
possuem certas semelhangas e sao considerados como 
pertencendo a uma classe. Podemos chamar essas ima- 
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gens tipos intuitivos. Originam-se em n6s como resul- 
tado de processes psicologicos que podem ser investi- 
gados experimentalmente. Constituem um processo de 
abstragao e procuram encontrar os atributos comuns a 
todos os individuos em observagao. Toda a personali- 
dade do observador entra neste processo, suas qualidades 
morais e intelectuais inclusive. Os atributos dos tipos 
intuitivos nao sao quantitativos e sao frequentemente 
bastante vagos. 

Consideremos o seguinte fato. Uma pessoa bem 
familiarizada com as escolas de S. Paulo conversa com 
um rapaz ou uma moga que terminou o curso ha alguns 
anos. Uma curta palestra a tornara capaz de formar 
uma opiniao sobre a escola que esse aluno frequentou, 
e o seu julgamento tern muitas probabilidades de ser 
correto. Esta opiniao nao se baseia na estatistica, mas 
no conhecimento intimo dos metodos de instrugao se- 
guidos nas diversas escolas. O valor desta opiniao de- 
pende inteiramente da inteligencia, da experiencia, e do 
carater da pessoa em questao. Menciono o carater por- 
que nas observagoes desta especie nem sempre e facil se- 
guir as regras da amostragem representativa e aceitar 
todos os casos como se apresentam, mesmo quando con- 
tradizem uma opiniao previamente formada. 

Nao existem regras especificas que garantam o exito. 
Quando desejamos abstrair um tipo da observagao de um 
grupo de individuos, o nosso espirito deve estar livre de 
qualquer influencia externa. Este principio geral deixa 
um campo excessive a individualidade do observador, e 
muitas vezes acontece que duas pessoas derivam tipos 
diferentes do mesmo material, e e impossivel conciliar os 
pontos de vista conflitantes. Tais fracassos, bem como 
os abusos aos quais o uso dos tipos intuitivos se presta, 
levam-nos a por em diivida a utilidade desta noqao e 
muitos autores insistem em bani-la dos estudos serios. 
A isto devemos replicar que o espirito humano produz 
a nogao de tipo espontaneamente quando temos que lidar 
com uma pluralidade de objetos que apresentam certas 
semelhangas e certas diferengas. A utilidade desta nogao 
e melhor compreendida quando tratamos de atributos 
mais tangiveis que a estrutura mental dos escolares. 

Suponhamos que temos que descrever a forma do 
femur direito de adultos do sexo masculine. Do ponto 
de vista da geometria, trata-se de uma superficie que e 
descrita pelas suas constantes caracteristicas. Colhendo 
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as medidas para uma amostra de tamanho suficiente, 
obtemos a descrigao da classe empirica "Femur de adul- 
tos do sexo masculino". Esta maneira de proceder, tao 
simples e direta na aparencia, 6 inaplicavel neste caso 
e mesmo a descrigao de um unico individuo esta fora de 
cogitagao em razao do grande numero de medidas re- 
queridas. Este objeto que a natureza produz de acordo 
com um modelo imutavel, mas com detalhes infinita- 
mente variaveis, nao pode ser descrito atualmente pela 
geometria. Seja Id o que for que nos proporcione o fu- 
turo, hoje nao podemos abordar esse problema nume- 
ricamente. 

A descrigao do femur, com base em uma serie sufi- 
cientemente grande desses ossos, 6 obtida da seguinte 
maneira. Pede-se a uma pessoa versada em osteologia 
que forme uma imagem mental do femur dos adultos 
do sexo masculino e a interprete por meio de uma des- 
crigao verbal e um ou mais desenhos. O exito desta ma- 
neira de proceder 6 garantido e quern quer que seja 
que se tenha familiarizado com a descrigao prontamente 
reconhecerd se um osso corresponde d descrigao, isto e, 
se d um elemento da classe "femur de adulto do sexo 
masculino". Um osso particular poderia ser escolhido 
como representativo do grupo todo, e a sua fotografia, 
aliada as explica?oes verbais necessdrias, podem ser usa- 
das para dar ao leitor a imagem do femur que o inves- 
tigador formou para si mesmo. Serie nenhuma de ta- 
belas numdricas poderia satisfazer essa finalidade. 

12) Classes empiricas de distribuigao estavel — A 
distribuigao de uma especie que nao varia permanece 
constante e nao se altera. Quando a especie varia, a 
sua distribuigao varia tambem e amostras colhidas em 
dpocas diferentes nao apresentam identica distribuigao. 
Qualquer afirmagao relativa d estabilidade ou variabili- 
dade de uma espdcie deve ser baseada em uma serie de 
amostras representativas, colhidas em dpocas diferentes. 
Uma s6 amostra, por mais extensa que seja, nao d sufi- 
ciente para resolver esse problema e uma afirmagao rela- 
tiva d estabilidade ou variabilidade de um classe empi- 
rica precisa basear-se em provas positivas. A melhor 
prova d uma sdrie de amostras colhidas em ocasides 
diversas. 

Amostras colhidas ao mesmo tempo em uma classe 
empirica, apresentam distribuigoes levemente diferentes 
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devido as variagoes casuais que o teorema de Bernouilll 
nos ensina a esperar. Quando as amostras sao colhidas 
em epocas diferentes, temos que resolver se as diferengas 
observadas nas distribuigoes sao devidas ao acaso ou se 
indicam uma mudanga na constituigao da classe que se 
investiga. As provas, no primeiro caso, indicam uma 
classe estavel, invariavel. Ha metodos matematicos 
apropriados para guiar a nossa decisao quanto a esse 
ponto importante. 

Muitas especies zoologicas sao exemplos de classes 
invariaveis de distribuigdes estaveis. Vamos langar mao 
do chamado tempo de reagao acustica para uma discus- 
sao um pouco mais minuciosa do assunto. Nestes expre- 
rimentos, mede-se o tempo que uma pessoa gasta para 
responder a um estimulo acustico. A resposta e a mais 
simples possivel e consiste em levantar um dedo que corn- 
prime uma tecla, a qual liga uma corrente eletrica, que 
estava fechada no momento em que o som foi produzido. 
O intervalo entre a interrupgao e a reabertura da cor- 
rente e o tempo de reagao, que pode ser medido de varias 
maneiras, por meio de um cronoscopio, por exemplo. 

A duragao do tempo de reagao depende de varios 
fatores, dos quais os mais importantes sao: a) a natu- 
reza do estimulo ao qual o organismo tern que respon- 
der, e b) o estado mental do sujeito. A reacao ao som e 
mais rdpida; a reagao a luz vem em segundo lugar. A 
atengao do sujeito e o fator mais importante, pois causa 
as maiores variagoes na duragao da reagao. Vem a se- 
guir o ajustamento dos musculos, que devem estar pron- 
tos para desencadear imediatamente a reagao. A reagao 
e a mais simples que se possa imaginar, mas e preciso 
algum tempo para que o sujeito encontre um ajusta- 
mento apropriado para cada experimento. O sujeito 
tern que descobrir, por si mesmo, a disposigao mental 
apropriada e, regra geral, as instrugoes pouco adiantam. 
Em breve o sujeito percebe se, em um dado experimento, 
adotou ou nao a disposigao mental apropriada. Se nao 
o fez deve mencionar o fato e o experimento nao sera 
tornado em consideragao. 

O tempo de reagao pode ser medido sem dificuldade, 
com aproximagao de um milesimo de segundo. Uma 
serie preliminar familiariza o sujeito com a tarefa e en- 
tao podem ser iniciados os experimentos a serem regis- 
trados, os quais sao geralmente realizados em grupos de 
200. Os resultados dos primeiros grupos dispersam-se ao 
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longo de um intervalo surpreendentemente grande. Com 
o aumento da prdtica, o tempo de reagao torna-se me- 
nor, o que e indicado pela diminuigao das medias. A 
prdtica tern ainda o efeito de reduzir o tamanho do in- 
tervalo sobre o qual se distribuem os resultados. Ha v&- 
rios meios de medir a dispersao, como o desvio padrao, 
por exemplo. Eventualmente, atinge-se um estdgio em 
que nem a media nem o desvio padrao apresentam quasi 
variagoes e temos entao o que se pode chamar tempo 
de reagao acustica com prdtica completa. Cada grupo 
de 200 experimentos constitue uma amostra represen- 
tativa desta classe empirica, cujos elementos sao os re- 
sultados dos experimentos individuais. 

A distribuigao do tempo de reagao acustica com pra- 
tica completa e quasi simetrica e nao difere muito da 
distribuigao normal. Em outras classes empiricas a dis- 
tribuigao difere essencialmente da normal e a sua forma 
tern que ser determinada pela observagao. Passaremos 
a mostrar agora as conclusoes que podem ser tiradas do 
fato de ter uma classe empirica uma distribuigao estavel 
que nao muda com o tempo. A dedugao completa pode 
ser encontrada no meu livro sobre o calculo de proba- 
bilidade, mas apresentarei aqui a diregao geral da argu- 
mentagao, sem empregar simbolos matematicos. 

Um objeto que e um elemento da classe empirica 
C deve possuir os atributos pelos quais essa classe e de- 
finida. Esses atributos definem um grupo de condigoes 
das quais depende o atributo quantitative A, que estamos 
investigando. O niimero dessas condigoes e considera- 
vel no caso de todas as classes que encontramos na bio- 
logia e na psicologia. 

No jargao da matematica empregamos a palavra "va- 
riavel", para designar "condigao", e "infinito" para 
substituir "muito grande", de maneira que o simples 
fato indicado acima 6 expresso pela sentenga mais ou 
menos rebarbativa: O atributo A de um elemento da 
classe C depende de um numero infinite de variaveis. 

A segunda suposigao e igualmente simples e diz que 
nenhuma das variaveis tern influencia preponderante 
sobre o atributo A. Esta condigao se verifica em todos 
os casos em que coligimos dados estatisticos para fins 
de investigagao. Quando um fator tern tendencia a pro- 
duzir elementos que possuem valores muito altos ou 
muito baixos do atributo A, a definigao da classe C pre- 
clia ser corrigida, e a influencia desse fator deve ser 
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investigada. Uma situagao semelhante a essa surgiu no 
estudo do tempo de reagao. O sujeito pode concentrar 
sua atengao mais no ouvido ou mais no dedo que devera 
levantar. O tempo de reagao 6 levemente diferente con- 
forme a atengao e dirigida primariamente ao estimulo 
iminente ou ao movimento a ser executado, e as ins- 
truQoes dadas ao sujeito devem tornar bem claro qual 
das duas atitudes deve ele tomar. 

A terceira suposigao afirma que todas as variaveis 
devem ficar confinadas dentro de certos intervalos, de 
extensao finita. Esta suposigao e realizada em todas 
as investigagoes que versam sobre organismos vivos. 
Tomemos como exemplo a classe: "peso de um recem- 
nascido". Esse peso depende de grande niimero de con- 
digoes, como por exemplo a temperatura do corpo ma- 
terno. Essa temperatura varia, mas nao pode exceder 
certos limites sob pena de destruir a vida do feto. Em 
relagao a todos os outros fatores prevalecem condigoes 
semelhantes. 

A quarta e ultima condigao e que o atributo A seja 
uma fungao analitica das variaveis. Nao existe uma 
razao especial que possa servir de base a essa suposigao; 
assim, devemos apoiar-nos nas consideragoes apresenta- 
das em um dos capitulos anteriores, e que explicam por 
que usamos exclusivamente fungdes analiticas na des- 
crigao dos fenomenos da natureza. 

Se essas suposigoes forem admitidas, poderemos 
mostrar que qualquer distribuigao pode ser representada 
por uma curva que e sempre positiva e que, em ambas 
as extremidades, aproxima-se assimptoticamente do va- 
lor zero. A ultima parte desta afirmagao significa que, 
nas observagdes reais, nenhum elemento da classe C e 
encontrado fora de um dado interval© dos valores do 
atributo A. Nesse interval©, a curva que representa a 
distribuigao pode ter qualquer forma imaginavel. Intro- 
duzindo novas suposigoes, obtemos curvas com um unico 
apice, de ambos os lados do qual a curva desce simetrica 
ou assimetricamente, e eventualmente podemos levar a 
especializagao tao longe a ponto de obter a tao conhe- 
cida curva normal de distribuigao. 

A fungao T e as suas propriedades apresentam um 
interesse particular para o estudioso de logica. Da a 
relagao entre os atributos A e possue, portanto, os carac- 
teristicos de uma lei natural. Esta fungao e diferente 
para cada classe empirica e nos e desconhecida, mas a 
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€xistencla de uma distribuigao estavel, o que pode ser 
demonstrado como um fato empirico, leva inevitavel- 
mente & conclusao de que essa fungao T existe. Provar 
a estabilidade da distribuigao de uma classe equivale a 
provar que cada elemento da classe deve sua exist§ncia 
a um processo que 4 determinado com exclusividade pelas 
condigoss existentes e tern o carater de uma lei natural. 

Os atributos que definem uma classe empirica de 
distribuigao estavel, formam um grupo que determina 
certos outros atributos nao contidos explicitamente na 
definigao da classe. As condigoes sob as quais um objeto 
da classe "criangas recem-nascidas" passa a existir, de- 
terminam tambem o peso que observamos na realidade, 
embora esse atributo nao esteja contido na definigao. 
A definigao de uma classe empirica implica as condigdes 
sob as quais um elemento da classe passa a existir, em- 
bora essa implicagao, presentemente, nos seja desconhe- 
cida. Se a fungao T fosse conhecida, compreenderiamos 
essa relagao e poderiamos determinar o intervalo alem 
do qual nenhum elemento da classe pode ser encontrado. 

A fungao T indica a dependencia dos atributos dos 
elementos da classe relativamente as condigoes sob as 
quais um el^piento da classe se origina, e tern o carater 
de uma lei natural. Os elementos de uma classe em- 
pirica de distribuigao estavel sao casos especiais de uma 
lei natural, no mesmo sentido em que o movimento da 
terra ao redor do sol e um caso especial da lei da gra- 
vitagao. Descrever esse movimento mediante a indicagao 
da posigao da terra em momentos diferentes e evitando 
qualquer referencia ao principio da gravitagao, corres- 
ponde mais ou menos a descrigao de uma especie botani- 
ca ou zoologica. Se a fungao T fosse conhecida, pode- 
riamos dar uma descrigao completa da especie em ques- 
tao. Como esse nao 6 o caso, temos que nos satisfazer 
com a descrigao habitual dos especimes pertencentes a 
uma esp6cie. 

Consideremos a fungao T pertencente k classe empi- 
rica C de distribuigao estavel. A fungao T determina os 
atributos que podem ser encontrados juntos e da uma 
regra de coexistencia. Determina as propriedades dos 
elementos de C da mesma forma que uma lei fisica de- 
termina todos os processes aos quais se aplica. A fungao 
matem^tica 6 a nogao geral que compreende as regula- 
xidades dos processes tanto orgiinicos como inorg§.nicos. 
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As leis do mundo organico sao logicamente equiva- 
lentes as do mundo inorganico. Nao ha necessidade de 
introduzir um principio formativo ("form giving") pa- 
ra descrever os fenomenos naturais, como faz Platao com 
sua doutrina das ideias e Aristoteles com a sua teoria da 
entelequia. As regularidades da natureza devem ser 
compreendidas em termos puramente logicos. A fungao 
T e o principio formativo da natureza. Descreve o pro- 
cesso pelo qual um individuo pertencente a uma classe 
empirica de distribuigao estavel passa a existir e toma 
forma. Cada individuo que pertence a uma classe desse 
tipo representa um caso da lei natural expressa pela fun- 
gao T ou, para usar uma conhecida expressao metaforica^. 
forma parte de T. 



CAPITULO IX 

TEORIA DOS ERROS DE OBSERVAQAO 

1) A limitada precisao da mensuragao — As quan- 
tidades empiricas nao sao bem definidas e temos liber- 
dade de escolher nossas definiqdes da maneira que me- 
Ihor se adaptem as nossas finalidades. Qual e a distan- 
cia entre S. Paulo e Rio de Janeiro? O viajante comum 
indicara a extensao da linha de estrada de ferro entre 
as estagoes das duas cidades. O automobilista indicara 
a extensao de estrada entre um ponto convenientemen- 
te escolhido em S. Paulo e um ponto correspondente, no 
Rio. O aviador mencionara a distancia aerea entre os 
dois aerodromes. Uma pessoa de espirito muito precise, 
tomara a distancia geografica entre dois pontos seme- 
Ihantes, como por exemplo os observatories astronomi- 
cos, cuja posigao geografica e conhecida com a maior 
exatidao possivel atualmente. Essas respostas se referem 
a quatro coisas completamente diferentes e nao 6 de 
admirar que os valores numericos dados por essas qua- 
tro pessoas absolutamente nao concordem. Nao serA de 
surpreender tambem que o automobilista venha a sen- 
tir-se seriamente decepcionado se calcular, com base na 
latitude e longitude das dois observatorios, a distancia 
que tera de viajar e a gasolina necessaria para isso. 

A mensuragao real nunca constitue um fim em si 
mesma; o numero atribuido a uma quantidade empirica 
tern que servir um determinado objetivo. Medimos as 
coisas que nos interessam e comegamos por definir o que 
pretendemos compreender por meio do numero obtido 
pela mensuragao, numero esse que chamamos, com um 
certo humor inconsciente, o "valor real" da quantidade. 
Esta definigao e arbitraria e em alguns casos altamente 
artificial, como se pode depreender do seguinte exemplo. 

Vamos definir a distancia entre duas cidades como 
a distancia entre seus'respectivos aerddromos. Estes sao 
sempre campos muito grandes, e a definigao nao decide 
onde se deverao situar o comego e o fim da linha. Es- 
colhendo de maneira conveniente o ponto de partida e o 
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de chegada, podemos facilmente aumentar ou diminuir 
de um qullometro ou mais a distancia. Se o aeroplano 
nao decola nem aterrissa sempre nos mesmos pontos 
dos aerorromos, a distancia entre A e B pode ser dife- 
rente da distancia entre B e A e esse fato nao coincide 
com o que aprendemos na escola. Existe tambem a 
possibilidade de definir o ponto de partida como a media 
de todos os pontos dos quais o aeroplano decolou. Isto 
leva a uma formula imponente porque contem uma dupla 
integral. Infelizmente, leva a consequencias que nao 
agradam ao bom senso. For exemplo, se o aerodromo 
for aumentado, a posigao desse ponto teorico de partida 
muda, e a distancia entre as duas cidades muda tambem. 
Apos todos esses fracassos, chegamos a conclusao de que 
a melhor coisa a fazer e escolher arbitrariamente um 
ponto em cada aerodromo e medir a distancia entre eles. 

As diferengas que resultam de uma definigao me- 
lhor da distancia sao pequenas e podemos despreza-las 
como insignificantes para as nossas finalidades. Do nu- 
mero obtido para representar essa distancia podemos 
tirar certas conclusoes, como, por exemplo, a quantidade 
de combustivel e lubrificante necessaria para a viaj em, 
e uma diferenga de um quilometro ou dois nao tern im- 
portancia. Um mimero mais exato nao nos levaria a 
alterar a quantidade de gasolina. Se os nossos objeti- 
vos mudarem, e passarem a exigir maior precisao, o 
comego e o fim da linha a ser medida terao que ser defi- 
nidos de maneira mais exata, mas serao sempre marcos 
visiveis e nunca poderao ser pontos matematicos ideais. 
Esta falta de precisao na definigao de quantidades em- 
piricas exclue a possibilidade de vir jamais a obter uma 
medida absolutamente exata. 

O passo seguinte consiste em organizar uma serie 
de observagoes por meio das quais se possa encontrar o 
mimero que atribuiremos a quantidade como seu valor 
real. A precisao dq^ resultado depende da tecnica de 
mensuragao e da qualidade dos instrumentos emprega- 
dos, os quais sao constantemente aperfeigoados e variam 
para cada campo de observagao. A determinagao do 
meridiano de Paris e com justiga considerada uma das 
obras primas da mensuragao topografica. A linha pas- 
sa por um ponto marcado no centro do portao sul do 
observatorio astronomico e vai alcangar uma pequena 
haste vertical de ago, firmemente embutida em uma co- 
luna de pedra no parque Mont Souris. Comparado com 
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a exatidao obtida nas oficinas mecanicas, onde se pro- 
cura e consegue alcangar uma precisao de milSsimo de 
polegada, este trabalho parece rudimentar. A sua pre- 
cisao seria tambem inteiramente insuficiente nos tra- 
balhos de 6tica, onde as dist&ncias sao medidas em com- 
primento de ondas luminosas. 

A exatidao da mensuragao parece estar relacionada 
de qualquer fdrma a menor diferenga perceptivel entre 
duas quantidades. Diz-se que um instrumento e mais 
sensivel quando se torna capaz de acusar diferengas que 
antes passavam despercebidas. Uma indicagao geral do 
grau de exatidao que se pretende alcangar ja e dado 
pela imidade de mensuragao empregada. Propomo-nos 
agora a tarefa de esclarecer a relagao existente entre a 
precisao da mensuragao e a menor diferenga perceptivel. 
Na mensuragao fisica, os sentidos do observador sao au- 
xiliados por instrumentos que aumentam a precisao da 
sua percepgao sensorial. A psicofisica nos ensina a me- 
dir a sensibilidade dos orgaos dos sentidos sem o auxilio 
de instrumentos, e mostraremos que a sensibilidade, nas 
condigoes especiais da mensuragao empirica admite uma 
determinagao semelhante. A sensibilidade do observador 
e a dos instrumentos que usa formam um con junto. A 
sensibilidade otica de dois observadores pode ser apenas 
levemente diferente, mas se um deles usar instrumentos 
melhores, os seus resultados terao mais alto grau de 
precisao. Os resultados respectivos dos dois observado- 
res manterao entre si relagao identica k que apresenta- 
riam se tivessem sido obtidos com orgaos dos sentidos 
de sensibilidade diferente. 

2) Desacordo entre observagoes repetidas — Obser- 
vagoes repetidas da mesma quantidade empirica nao 
produzem o mesmo resultado, se as nossas exigencias 
quanto k exatidao nao forem excessivamente reduzidas. 
No trabalho cientifico, geralmente insistimos na regra 
de que cada resultado seja tao precise quanto permitam 
os instrumentos de que dispomos. Esta regra, excelente 
no caso da ctencia, nao se aplica, contudo, ao campo dos 
objetivos prdticos. No setor dos negccios, muitas vezes 
6 importante que a repetigao de uma medida d§ exata- 
mente o mesmo resultado. Isso pode ser conseguido se 
se definir a quantidade de maneira apropriada e se to- 
mar uma unidade de medida suficientemente grande. 
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No comercio, as controversias relativas a pesos e me- 
didas sao dispendiosas e a fidelidade dos valores e de 
importancia primordial. A mensuragao sera pratica- 
mente inutil para fins comerciais se houver a menor 
suspeita de que uma repetigao da medida podera nao 
dar os mesmos resultados, Essa exigencia e facilmente 
satisfeita quando se trata de mercadorias nao muito va- 
lorizadas. Reduzimos nosas exigencias quanto a exati- 
dao e damos o resultado com uma margem maior que a 
diferenga provavel. £ uma especie de seguro contra a 
possibilidade de uma desavenga. 

O seguinte exemplo data da primeira guerra mun- 
dial. A unidade de medida usada pela Austria no co- 
mercio atacadista de tecidos era a "pega" que, conforme 
a qualidade, representava 35 a 55ms. O tecido era enro- 
lado na fabrica, mas medido somente na ocasiao da ven- 
da, de maneira que mesmo pegas do mesmo tecido nao 
tinham o mesmo comprimento. As pegas eram medidas 
com uma vara de um metro de comprimento, dividida 
em centimetros e decimetros. O comprimento do tecido 
era dado em metres e decimetros. As fragoes de decl- 
metro, qualquer que fosse o seu tamanho, eram despre- 
zadas. A precisao de um decimetre e facilmente man- 
tida em mensuragoes desse genero e somente um erro 
muito grosseiro pode produzir uma diferenga maior entre 
a medida do vendedor e a do comprador. Quando se 
negociavam grandes quantidades de tecido, os compri- 
mentos das pegas eram somados. 

Durante a guerra, o governo comprou grandes quan- 
tidades de tecido e frequentemente fazia encomendas de 
100.000ms. ou mais. So excepcionalmente se verificava 
uma diferenga entre a medida obtida pelo funcionario 
do governo e a mencionada na lista do vendedor, mas 
esse acordo nao prova o valor desse processo de mensu- 
ragao. O resultado apresenta uma vaga relagao com o 
que o fisico chamaria o comprimento real do tecido. O 
comprador sempre recebe mais fazenda do que a que 
pagou, mas o vendedor esta disposto a aceitar esse pre- 
juizo afim de evitar uma desavenga. Os resultados con- 
cordam porque nao s.e faz esforgo algum para aproximar 
a medida da precisao que poderia ser alcangada se se 
medisse com mais cuidado. O comprimento medido e 
lOOkms. ou mais; se um agrimensor quizesse medir essa 
distancia com precisao suficiente para garantir que uma 
repetigao da medida daria o mesmo resultado dentro 
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da margem de um decimetro, teria que usar instrumen- 
tos da mais alta precisao e uma turma de auxiliares 
especializados. 

Este exemplo mostra que o acdrdo complete em ma- 
teria de resultados num6ricos nao constitue prova da 
alta qualidade de um processo de mensuragao. Me- 
didas repetidas da mesma quantidade nao dao resultados 
identicos, a nao ser que as possibilidades de desacordo 
sejam excluidas por meio de uma disposigao artificial. 
Na realidade, quando os resultados concordam muito 
bem o grupo de medidas se torna suspeito. 

3) Ajustamento das observagoes — Completa con- 
cordancia entre os resultados numericos da mensuragao 
podem ser obtidos se esses valores forem atribuidos com 
precisao muito menor que a garantida pelos instrumen- 
tos. Este processo baseia-se no principio de que pre- 
tendemos ter certeza dos valores que encontramos e que 

so consideramos perfeitamente seguros os valores em rela- 
gao aos quais concordam todas as observagoes. Este 
processo se recomenda pela absoluta seguranga dos re- 
sultados: nenhum dos valores pode ser posto em diivida 
pelo fato de estar em contradigao com algumas das obser- 
vagoes. Entretanto, e uma aplicagao por demais rigida 
do principio: "Seguranga antes de tudo" para ser real- 
mente util no ajustamento de uma serie de observagoes. 
Os dados autorizam-nos a ir um pouco al§m dos limi- 
tes do absolutamente certo e formar uma opiniao quan- 
to ao valor provavel da quantidade medida. 

Suponhamos que se tenha medido quatro vezes o 
comprimento de uma linha, usando uma regua milime- 
trada com um Vernier, obtendo os seguintes resultados: 
549,6; 550,2; 550,3 e 549,4mm. Podemos argumentar que 
estes dados concordam em relagao aos dois primeiros 
numeros, e que o comprimento da linha e 55cms., e que 
uma aproximagao maior nao passara de adivinhagao. 

Se possuissemos o resultado de uma unica mensura- 
gao, nao hesitariamos em dar o resultado, aproximagao 
at6 1/10 de milimetro, que o Vernier garante. Parece es- 
tranho que a combinagao de quatro medidas desse so- 
mente a aproximagao de um centimetro. Parece um 
esforgo inutil usar o Vernier, uma vez que um resultado 
igualmente fidedigno pode ser obtido com uma r6gua 
comum. 
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O problema de ajustar as observagoes surge somente 
quando se trata de boas observagoes e desejamos tirar 
delas o maximo possivel. As quatro observagoes foram 
feitas sob as mesmas condigoes, com o mesmo cuidado e 
sao igualmente dignas de confianga. As observagoes to- 
madas em conjunto definem o valor que temos de atri- 
buir a quantidade, e todas as observagoes devem ter a 
mesma influencia. O problema do ajustamento nao 
surge enquanto se trata de observagoes de baixa preci- 
sao. Sao exatamente as mensuragoes mais precisas   
^s quais dispensamos mais cuidados, tempo e dinheiro 
— que dao resultados discordantes. A precisao limitada 
das nossas medidas causa as contradigoes entre obser- 
vagoes repetidas e isto leva ao problema de afastar essas 
contradigoes por meio de um processo que a) seja apli- 
cavel a qualquer serie de dados e b) leve a um resultado 
determinado de maneira exclusiva. Diante de uma serie 
de resultados dada, nao deve subsistir nenhuma duvida 
quanto ao valor a ser atribuido a quantidade. Um pro- 
cesso que satisfaz essas exigencias e chamado: metodo 
de ajustamento. 

4) O metodo dos minimos quadrados — O processo 
mais frequentemente usado para ajustar observagoes e 
o metodo dos minimos quadrados. Esse nome nos deixa 
um pouco intrigados e nao e perfeitamente correto. Para 
ser completo, deveria ser: metodo das menores somas dos 
quadrados dos desvios, mas seria muito comprido e o uso 
do nome abreviado ja esta muito arraigado para ser mu- 
dado. Hoje esse metodo e usado em todos os campos 
onde se fazem mensuragoes numericas e quando se fala 
da teoria dos erros de observagoes, quais sempre se quer 
dizer o metodo dos minimos quadrados, Tal identidade, 
entretanto, nao existe na realidade, pois possuimos 
outros m^todos de ajustamento, alguns dos quais usam 
m6todos graficos para determinar o valor desconhecido- 
com base em uma dada serie de observagoes. 

O metodo dos minimos quadrados e uma s6rie de 
proposigoes que serve para a solugao de cinco problemas 
fundamentais da teoria dos erros de observacao. As pro- 
vas das formulas sao faceis, contanto que se conhegam 
bem os principios. Afim de evitar ersas dificuldades, e 
melhor formular esses cinco problemas fundamentais de 
maneira que se refiram a determinagao empirica de pro- 
babilidades desconhecidas. A solugao dos problemas^ 
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assim formulados deve ser encontrada no teorema de 
Bernouilli e nenhuma outra solugao 6 aceitavel. O me- 
todo dos minimos quadrados 6 um sistema de proposi- 
goes abstratas e situa-se no mesmo nivel que qualquer 
outro grupo de proposigoes do calculo ds probabilidade. 
Se quizermos usar o metodo dos minimos quadrados na 
teoria dos erros de observagoes, precisamos mostrar que 
as suposigoes do calculo de probabilidade sao realizadas 
nos nossos processes de mensuragao. 

A primeira aparigao do m6todo dos minimos qua- 
drados foi um "Coup de theatre". Perdeu-se de vista uma 
estrela e nao se conseguia encontra-la novamente. No 
primeiro dia do s^culo XIX, Piazzi, em Palermo, viu uma 
estrela que nao era identica a nenhuma das estrelas co- 
nhecidas. Fizeram-se algumas observagoes antes que a 
estrela desaparecesse, mas nao foram suficientes para 
determinar-lhe a orbita com os meios matemdticos de 
que dispunham os astronomos no inicio do seculo deze- 
nove. O metodo dos minimos quadrados — invengao no- 
va nessa epoca — resolveu o problema e a "stella per- 
fuga" — a estrela fugida — foi prontamente localizada 
no lugar calculado pelo novo metodo. Este sucesso es- 
tabeleceu a reputagao do metodo dos minimos quadrados 
na astronomia. Outros exitos, menos espetaculares mas 
igualmente convincentes, seguiram-se e o metodo dos 
minimos quadrados em breve tornou-se o processo pa- 
drao para eliminar erros de observagao em mensuragoes 
de alta precisao. Ap6s a astronomia, adotaram-no a geo- 
desia e a fisica. 

Nao se deve supor que a historia do metodo dos mi- 
nimos quadrados tenha sido uma sucessao de triunfos. 
Teve suas dificuldades e conheceu fracassos, mesmo 
quando manipulado pelas maos mais competentes. Esses 
fracassos foram devidos ao excesso de confianga e a falta 
de cautela no julgar as premissas. Ambos os fatores 
podem ser claramente vistos na seguinte anedota. New- 
ton calculou a massa de Jupiter usando as observagdes 
de Pound sobre as dfstancias dos satelites desse planeta. 
Concluiu que essa massa era 0,00093721 da massa do sol. 
Laplace, apds longos c&culos, encontrou para essa fra- 
gao o valor de 0,00093427, e afirmou que se poderia apos- 
tar 1.000.000 de francos contra um que o erro desse 
numero, para mais ou para menos, nao seria maior que 
um por cento, o que significa que essa fragao deve situar- 
se entre 0,00092493 e 0,00094261. Seria um erro arriscar 
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um cruzeiro apostando na exatidao desse numero. Mais 
tarde, observou-se que as perturbagoes dos pequenos pla- 
netas e do cometa de Encke indicavam um valor mais 
elevado e os dados de Airy mostraram que a massa de 
Jupiter 6 0,00095357, numero esse que cai fora do inter- 
valo indicado por Laplace. Os seus calculos estavam 
corretos, mas ele superestimou o valor dos dados de que 
dispunha. 

£ possivel que a pasmosa precisao com que se loca- 
lizou a "stella perfuga" fosse em grande parte uma 
questao de sorte, mas nao subsiste duvida quanto ao 
exito do metodo quando se trata de resolver os proble- 
mas para cuja solucao foi inventado. Esse exito levou 
muita gente a experimenta-lo em outros campos, sem 
investigar se existiam ou nao as condigoes necessarias 
para a sua aplicagao. Esse metodo pressupoe que os 
erros seguem a lei normal de distribuigao. Esta condi- 
gao e necessaria. A distribuigao de muitas classes em- 
piricas que encontramos na psicologia e na biologia nao 
e normal e a aplicagao do metodo dos minimos quadra- 
dos ao estudo dessas classes pode levar a resultados in- 
corretos. — Esse fato foi logo percebido e alardeado em 
altas vozes. 

As criticas tornaram-se inflamadas e verificou-se que 
existia uma forte oposigao que se conservara muda ate 
entao. Essa oposigao silenciosa, provavelmente, existira 
desde o inicio. Muitos argumentos foram apresentados, 
mas a verdadeira razao e que o metodo dos minimos 
quadrados exige consideravel trabalho numerico e o es- 
forgo nao estara em proporgao com o resultado obtido 
senao quando os dados da observagao forem muito bons. 
A manipulagao do metodo dos minimos quadrados, antes 
do advento da maquina da calcular, era privilegio de 
um pequeno grupo de pessoas que possuiam um interesse 
natural pelos numeros, bem como o dom de manipula-los 
com facilidade. Alguns dos problemas abordados exi- 
giam calculos extraordinariamente extensos e as suas 
solugoes estabeleciam recordes nao muito diferentes dos 
recordes de levantamento de pesos. A gente admira a 
proeza, mas fica satisfeito por nao ser obrigado a rea- 
liza-la tambem. 

O advento da maquina de calcular alterou comple- 
tamente a situagao. A extensao dos calculos nao tern 
mais importancia alguma e assim estamos em situagao 
de considerar calmamente os meritos do metodo. Nao 
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6 um processo m^gico, por meio do qual se obteem bons 
resultados com base em mas observagoes, mas permite- 
nos julgar a qualidade dos dados e auxilia-nos a tirar 
deles tudo que podem dar. Atualmente, os grandes ins- 
titutes de ensino da estatistica, como por exemplo o da 
Universidade da Carolina do Norte, exigem que os seus 
estudantes fagam um curso muito serio sobre o m6todo 
dos mlnimos quadrados. Para os estatisticos, nao esta 
mais na moda falar desse metodo em torn despiciente, 
como faziam alguns livros de estatistica impresses na 
decada de 1920. 

O que nos interessa e a significagao dos resultados 
obtidos por essa forma, e por essa razao precisamos falar 
brevemente sobre os argumentos apresentados por dife- 
rentes autores afim de provar a exatidao do metodo 
dos minimos quadrados. 

5) O argumento de Legendre — Na ordem crono- 
logica, Legendre e o primeiro na lista dos brilhantes 
matematicos que escreveram sobre os fundamentos do 
metodo dos minimos quadrados. Legendre insiste que 
o prccesso de calculo usado para ajustar observagoes dis- 
cordantes deve ser aplicavel a qualquer serie de dados, 
e deve levar a um valor determinado de maneira exclu- 
siva. O numero desses processes e infinito e Legendre 
justifica a sua escolha deste metodo particular argu- 
mentando que "nao ha principio mais geral ou mais 
exato, nem de aplicagao mais simples que o ajustamento 
das medidas pela regra de que a soma dos quadrados dos 
desvios dos valores observados deve ser tao pequena 
quanto possivel." 

dificil aceitar sem reservas esse raciocinio. A 
simplicidade e facilidade no calculo nao 6 argumento em 
uma investigagao que visa uma exposigao correta dos 
fatos. A quantidade de trabalho envolvida no computo 
nao tern importancia alguma em uma investigagao desse 
genero, pois de boa vontade aceitamos qualquer pro- 
cesso, por mais complicado e laborioso que seja, desde 
que garanta o resultado correto. Tait mostra a irrele- 
vancia do argumento de Legendre imaginando um in- 
vestigador que apresentasse a atragao como inversa- 
mente proporcional k dist&ncia de dois corpos, porque 
o problema de saber como um numero indefinido de 
corpos se comporta sob a influ§ncia da atragao — o 
chamado problema dos n corpos — admite, neste caso, 
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uma solugao simples e exata, o que nao acontece se 
a atragao for inversamente proporcional ao quadrado 
da distancia. Simplicidade e uma consideragao secun- 
ddria mesmo no trabalho prdtico, pois se os c^lculos 
necessaries forem excessivamente longos e complicados, 
poderemos inventar processes mais simples, que se apro- 
ximem bastante do valor correto, contanto que se saiba 
qual e esse valor. 

A afirmagao de Legendre de que nao existe pro- 
cesso mais geral nem mais exato sera gratuita enquanto 
nao for fundamentada em razdes que, ao que parece, sao 
impossiveis de encontrar. Qualquer processo que nos 
permita encontrar um valor determinado de maneira ex- 
clusiva a partir de uma dada serie de dados e seguindo 
uma sucessao de passes precisamente definidos, situa- 
se no mesmo nivel de generalidade. A questao da exa- 
tidao dos resultados obtidos nao pode ser resolvida at6 
que se declare o que queremos dizer por exatidao e como 
se deve medi-la. 

6) Gauss e o metodo dos minimos quadrados — 
Nenhum nome esta mais intimamente ligado ao metodo 
dos minimos quadrados que o de Gauss. Ele o inventou 
quando era, cronologicamente, um menino; devotou-lhe 
o seu pensamento da idade madura e manteve esse inte- 
resse ate na velhice. Essa maneira de ajustar observa- 
goes discordantes parecia-lhe tao pbvia que atribuia pe- 
quena importancia a sua invengao e tinha certeza de 
que outros astronomos ja o teriam usado antes dele. A 
sua primeira dedugao do metodo dos minimos quadrados 
e encontrada na sua "Theoria Motus Corporum Coeles- 
tium", onde parte da hipotese de que a media aritme- 
tica de uma serie de observagoes discordantes e o valor 
mais provavel da quantidade desconhecida. Baseia esta 
suposigao no fato de que e pratica comum tomar a me- 
dia aritmetica como a melhor determinagao no caso das 
observagdes diretas. Esse processo, argumenta ele, e 
equivalente a suposigao de que a media aritmetica deve 
ser preferida a qualquer outro valor, o que significa que 
e a melhor determinagao da quantidade medida. Desta 
hipotese, ele deduz, por meio de uma serie de conclusoes 
rigorosas, as regras para tratamento das observagdes in- 
diretas, nas quais se trata de varias quantidades desco- 
nhecidas, que nao podem ser observadas separadamente. 
Essa serie de regras e chamada: metodo dos minimos 
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quadrados e em seguida mostra que pela aplicagao des- 
sas regras a qualquer s6rie de observances discordantes, 
obtemos os valores mais provaveis das quantidades des- 
conhecidas. Podemos exprimir esses fatos dizendo que 
Gauss, na 'Theoria Motus", deduz o metodo dos mini- 
mos quadrados como o processo que corresponde k prk- 
tica comumente seguida na mensuragao real. Consi- 
dera como dado o processo pratico seguido pelos astr6- 
nomos e agrimensores, e tira suas conclusoes sem nada 
Ihe acrescentar. 

O principio da media aritmetica parece uma suposi- 
gao obvia e natural. Mas poucos dentre os investigado- 
res que estudaram a teoria dos erros de observanao nao 
partiram da esperanga de provar essa suposinao com 
base em principios gerais. Existe uma certa similaridade 
entre o principio da media aritmetica e o axioma das 
paralelas na geometria: para quern nao refletiu profun- 
damente sobre ele, o principio da media aritmetica pa- 
rece perfeitamente claro; somente quando se percebem 
as suposigoes que esse principio implica e que se sente a 
necessidade de encontrar uma prova ou de basear a 
teoria dos erros de observagao sobre outros fundamentos. 

O principio da media aritmetica nao pode ser defen- 
dido por argumentos se for postulado como um axioma. 
Gauss nao ficou satisfeito com a sua dedugao e pro- 
curou substituir o principio da media aritmetica por 
algum outro axioma. Introduziu uma quantidade, cha- 
mada o erro medio, que 6 essencialmente positiva, pois 
nao faz diferenga se a nossa medida ficou aquem ou aiem 
do valor real. A maneira mais simples e definir o erro 
medio como a soma dos quadrados dos desvios e Gauss 
postula que o erro medio deve ser tao pequeno quanto 
possivel. A mensuragao e considerada como uma espe- 
cie de jogo no qual so podemos perder; essa perda imi- 
nente e o erro medio. Partindo do postulado de que 
o erro medio deve ser tao pequeno quanto possivel, po- 
demos deduzir todas as proposigoes do metodo dos mi- 
nimos quadrados. 

Esta deducao tambem e arbitraria, pois o erro me- 
dio pode ser definido por vdrias outras formas. Nao e 
de admirar tambem que de o mesmo resultado que o 
principio da media aritmetica. Existe uma proposigao 
de que a media aritmetica toma a soma dos quadrados 
dos desvios tao pequena quanto possivel, de maneira 
que postular que o erro medio deve ser minimo e apenas 
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outra forma de postular que a media aritmetica e a 
melhor determinagao da quantidade a ser medida. 

7) O metodo dos minimos quadrados como um sis- 
tema abstrato — Poucos problemas da ciencia teem sido 
distinguidos pelas contribuigoes de tantos dentre os mais 
profundos e mais claros pensadores como a teoria dos 
erros de observagao. Foi objeto de muitas investigagoes 
e verificou-se que o metodo dos minimos quadrados pode 
ser deduzido de varias series de suposigoes, mas em todos 
os casos faz-se necessaria uma suposigao que nao pode 
ser deduzida de axiomas puramente matematicos. Nao 
necessitamos exatamente do principio da media aritme- 
tica, mas nao podemos arrumar-nos sem uma proposi- 
gao que Ihe equivale. Dois ou mais grupos de propo- 
sigdes que levam as mesmas conclusoes sao logicamente 
equivalentes e nao possuimos meios logicos para escolher 
entre eles. Temos que considerar a sua significagao 
filosofica, isto e, a maneira pela qual concordam com 
os demais pontos de vista. 

O principio da media aritmetica pode ser substitui- 
do por varias outras proposigoes; todas elas servem para 
a dedugao do metodo dos minimos quadrados. Cada pro- 
cesso tern as suas vantagens, mas todos sao prejudicados 
pela arbitrariedade de escolha dos axiomas. Para de- 
duzir o metodo dos minimos quadrados, precisamos de 
uma proposigao ou de algumas proposigoes que nao 
tenham carater puramente matematico. Elaborar uma 
serie de postulados e uma prova de potencia logica que 
nao esta ao alcance de qualquer um. O resultado e 
particularmente interessante quando mostra que uma 
proposigao anteriormente considerada como indispensa- 
vel, pode ser abandonada. Assim mostrou Schimmack 
que a fungao que representa a distribuigao dos erros 
nao precisa ter todas as propriedades das fungoes ana- 
liticas. Nao e necessario que esta fungao possua uma 
derivada. Essas investigagoes sao importantes, mas na 
realidade nao aumentam a nossa compreensao da im- 
portancia dos postulados. Desejamos conhecer fatos aos 
quais se refere o principio da media aritmetica, e que- 
remos compreender a importancia do numero pelo qual 
medimos a precisao das medidas. 

evidente que a nogao indicada pelas palavras 
"exatidao" e "precisao" nao pertence a matematica pura. 
Esta nogao se relaciona ao que chamamos, em psicolo- 
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gia, sensibilidade. Refere-se as diferengas que somos 
capazes de perceber em uma quantidade. Quanto menor 
essa diferenga, maior a precisao das medidas. Dizer que 
medimos a exatidao da mensuragao pela menor dife- 
renga que podemos observar ou pela maior diferenga 
que escapa a percepgao e quasi, mas nao perfeitamente, 
a mesma coisa. Essas quantidades sao usadas para me- 
dir a sensibilidade na psicofisica, e j£, se elaboram vdrios 
metodos para medi-las. 

£ um pouco mais dificil perceber que qualquer pro- 
cesso de mensuragao implica a definigao dos valores que 
devem ser atribuidos a quantidade medida. Esse valor 
nunca e encontrado imediatamente, mas e sempre obtido 
como resultado de um process© sistematico. A mensu- 
ragao nao 6 um ato de percepgao simples, mas sim com- 
posito. Comega com a descrigao das condigoes sob as 
quais as medidas devem ser tomadas — condigoes essas 
as vezes muito complicadas. Depois a quantidade des- 
conhecida e comparada com uma serie de valores conhe- 
cidos — a escala de medida — ate que se encontre um 
valor que o observador julgue igual a quantidade desco- 
nhecida. Cada medida e um composito de um certo nii- 
mero de comparagoes, nas quais a quantidade desconhe- 
cida e comparada com quantidades conhecidas. O valor 
que e considerado jgual a quantidade desconheclda 6 
encontrado como resultado de varias observagoes nas 
quais se verificou que a quantidade a ser medida e dife- 
rente de um valor conhecido da escala de medida com 
o qual foi comparada. 

A natureza composita do processo de mensuragao § 
reconhecida imediatamente no processo de pesar um 
corpo em uma balanga. O objeto e comparado sucessi- 
vamente com pesos conhecidos at6 que se encontre um 
peso que a balanga acusa como igual ao do objeto. Ao 
selecionar os valores da escala de medida, podemos es- 
colher entre tomar alternadamente pesos muito gran- 
des e muito pequenos, ou aproximar-nos do valor final 
tomando um peso maior ou menor e repetindo depois o 
processo na diregao oposta. 

£ igualmente facil perceber que as observagoes as- 
tronomicas sao atos compositos. O acontecimento a 
ser observado 6 a coincidencia da estrela com o fio que 
indica o meridian©. O observador segue o curso da es- 
trela no seu campo de visao e marca — ligando um con- 
tacto, por exemplo — o momento em que a estrela cruza 
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o meridiano. O fato de que o observador nao liga o con- 
tacto em um dado momento e equivalente ao julgamento 
de que a coincidencia da estrela com o meridiano ainda 
nao se verificou. 

Existe sempre uma regra definida para determinar 
o valor numerico que e atribuido k quantidade desco- 
nhecida. Nao existe jamais um unico valor nitidamente 
definido, que parece igual a quantidade medida, mas a 
relagao de igualdade existe para todo um intervalo da 
escala de valores. Existe toda uma serie de valores que, 
dentro das possibilidades das nossas percep^des, parece 
igual a quantidade medida e temos que formular uma 
regra de acordo com a qual e escolhido o valor definitivo. 
Este intervalo pode ser maior ou menor, conforme a qua- 
lidade dos nossos instrumentos, mas nunca pode desa- 
parecer devido a limitada precisao dos nossos instrumen- 
tos e dos nossos orgacs dos sentidos. 

Adotamos a regra d^ considerar o centro desse inter- 
valo como o resultado definitivo. Isto significa que os 
limites superior e inferior destes intervalos devem ser 
determinados e que a media aritmetica dessas duas 
quantidades e o valor da quantidade desconhecida. Ha 
duas maneiras de determinar esses limites. 

A primeira consiste em partir de dentro do inter- 
valo e aproximar-se dos seus limites por meio de peque- 
nos passos ate que se perceba uma diferenga. Podemos 
tambem aproximar-nos desses limites partindo de fora 
do intervalo, e diminuindo ou aumentando os valores da 
escala de medidas. Partindo de um valor superior, o 
observador encontrara o maior valor que parece igual a 
quantidade desconhecida. Partindo de um valor infe- 
rior, encontrara o menor valor que 6 considerado igual 
a quantidade medida. Em algumas mensuragdes este 
processo e muito apressado e em outras so se pode apro- 
ximar do valor definitivo por um lado. Quando se trata 
de medir o comprimento de linhas, pesar em uma ba- 
ianga ou tomar varias outras medidas, o observador pode 
gastar o tempo que quizer e aproximar-se do resultado 
final por ambas as diregoes. Em todos esses casos, um 
observador cuidadoso facilmente nota que o valor defi- 
nitivo e obtido em resultado de uma combinagao de dois 
valores. O resultado final de cada mensuragao indivi- 
dual 6 a media aritmetica entre os limites superior e 
inferior do intervalo dentro do qual nao se pode encon- 
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trar nenhuma diferenga entre o valor da escala de me- 
cida e a quantidade desconhecida. 

Restam duas questoes a responder: 1) Qual e a 
slgnificagao do ponto situado no centro do intervalo de 
incerteza; 2) como podemos justificar o processo de to- 
mar a media aritmetica como sendo a melhor determi- 
natjao da quantidade desconhecida. O ponto escolhido 
deve ter algumas propriedades que o distingam de todos 
os outros valores. 

8) Probabilidades na comparacao de duas quanti- 
dades — Se compararmos duas quantidades A e B, nosso 
julgamento pode ser: A e menor que B, A e maior que B 
ou nao ha diferenga perceptivel entre as duas quanti- 
dades e neste caso o nosso julgamento e de que A e igual 
a B. Deixemos que um observador compare varias vezes 
duas quantidades entre as quais existe uma pequena 
diferenga. Nao somente as condigoes fisicas, mas tam- 
bem as que se devem a constituigao psicoflsica do sujeito 
sao cuidadosamente conservadas constantes. O estado 
de espirito do observador 6 uma das condigoes decisivas 
e deve ser o mesmo em todos os experimentos. A unica 
maneira de conseguir esse objetivo consiste em conser- 
var o observador em completa ignorancia, nao somente 
em relagao a relagao objetiva entre os dois estimulos, 
mas tambem quanto ao julgamento que ja formulou 
anteriormente sobre o mesmo par de estimulos. A expe- 
riencia mostra que os julgamentos do observador variam 
e nao ha maneira de prever qual o julgamento que sera 
formulado em um experimento particular. A compara- 
gao de duas quantidades e um acontecimento casual no 
sentido subjetivo do termo. Experimentos deste genero 
exigem uma tecnica complicada, que impede que o obser- 
vador obtenha qualquer informagao relativa as quanti- 
dades que tern de comparar. O julgamento deve ser for- 
mado exclusivamente com base nas sensagSes produzi- 
das pelos dois estimulos. 

Nao podemos prever o resultado de tal experimento, 
embora cada experimento tenha que dar como resultado 
um dos tres julgamentos possiveis. Este e o caracter 
formal dos acontecimentos casuais de que trata o calculo 
de probabilidades, cujo representante tipico e a retirada 
de uma bola de uma urna que contem bolas brancas, 
pretas e vermelhas em proporgoes constantes. Existe a 
mesma ignorancia em relagao ao resultado de cada reti- 
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rada. A questao e saber se o ato de formular um juizo 
ao comparar duas quantidades tem o carater de um acon- 
tecimento casual de probabilidades constantes ou va- 
riaveis. 

O grupo de condigoes das quais depende a probabi- 
lidade de tidar uma bola branca, preta ou vermelha e 
dado pelo numero de bolas de cada cor. As condicoes 
nao mudam enquanto o conteudo da urna for o mesmo 
para cada retirada. O grupo de condigoes e imediata- 
mente dado e tangivel. O grupo de condigdes do qual 
dependem as probabilidades os tres julgamentos nao e 
igualmente bem definido e nao e diretamente controla- 
vel. Desejamos basear os nossos pontos de vi.^ta sobre 
dados objetivos e nao nos satisfaz apenas indicar o fato 
puramente subjetivo de que os experimentos foram exe- 
cutados com o maior cuidado. Os nossos pontos de vista 
quanto a constancia ou variabilidade das condigdes deve 
ser baseado nas frequencias observadas dos tres julga- 
mentos. Dividimos as observagdes em series parciais e 
comparamos as frequencias dos julgamentos com as das 
series totais. As frequencias observadas nas series par- 
ciais nao serao iguais, mas as diferengas devem estar 
de acdrdo com o teorema de Bernouilli. Existe uma certa. 
quantidade conhecida pelo nome de Coeficiente de Diver- 
gencia que se mostra util no seguinte caso: quando a 
coeficiente de divergencia nao difere muito da unidade, 
podemos supor que as probabilidades dos tres julgamen- 
tos nao mudaram no decurso dos experimentos. 

Discutiremos agora uma serie de experimentos nos 
quais um observador comparou um peso de 100 gramas 
com pesos de 84, 88, 92, 96, 100, 104 e 108 gramas. Os 
pesos eram cilindros ocos de cobre, com 7,5cms. de dia- 
metro e 3cms. de altura, fechados em uma das extre- 
midades, de maneira que o seu peso podia facilmente 
ser ajustado ao que se desejava. A superlicie era poiida de 
forma a dar a mesma impressao ao tacto, onde quer que 
fosse tocada. As diferengas de temperatura foram evi- 
tadas nao se permitindo que o observador tocasse um 
peso com maior frequencia que os outros. Os pesos 
foram dispostos, em intervalos regulares, ao longo da 
borda de uma mesa redonda giratoria. Havia 7 pares 
de pesos, sendo o primeiro sempre o padrao de lOOgrs. 
O brago do observador apoiava-se sobre uma mesa e a 
peso a ser levantado era colocado na posigao apropriada 
por meio de um pequeno movimento da mesa giratoria. 
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O levantamento se fazia exclusivamente com o pulso; 
nenhuma parte do brago acima do pulso se movla. Os 
movimentos da mao eram regulados por um metronomo 
que batia 92 vezes por minuto. O processo de levantar 
o peso era o mesmo em todos os experimentos. Um ante- 
paro impedia que o observador visse a mesa giratoria 
com os pesos e assim a linica maneira de que dispunha 
para formar o seu julgamento eram as sensagoes produ- 
zidas pelo movimento da mao ao levantar o peso. O 
observador proferia os julgamentos: menor, igual e maior 
e fez 450 experimentos com cada um dos 7 pares, o 
que da um total de 3.150. 

A TABELA 1 contem os resultados de 9 series de 50 
experimentos consecutivos. Os dados justificam o ponto 
de vista de que a comparacao de duas quantidades e um 
acontecimento casual. Embora as condigoes, tanto obje- 
tivas como subjetivas tenham sido controladas com o 
maximo cuidado, e apesar das diferengas consideraveis 
entre os dois pesos, nao houve um so par que fosse con- 
siderado sempre da mesma maneira. As frequencias dos 
tres julgamentos para o mesmo par de estimulos varia 
de maneira absolutamente imprevisivel. Estes dados ser- 
vem para calcular o coeficiente de divergencia para os 
tres julgamentos relativamente aos sete pares de esti- 
mulos. Para os coeficientes de divergencia foram obtidos 
os seguintes valores: 

peso para 
comparagao mais pesado igual mais leve 

84 0,891 1,178 1,097 
88 0,891 0,740 0,630 
92 1,389 0,849 0,951 
96 0,761 1,148 0,900 

100 1,410 1,304 1,322 
104 2,216 1,270 2,222 
108 0,955 0,864 1,372 

Com excegao dos dados relatives ao peso de 104grs., 
e:ses numeros pouco difersm da unidade. As medias 
dos coeficientes de divergencia para os julgamentos 
maior, igual, mais leve, sao 1,216, 1,050 e 1,213. Se 
abandonarmos os resultados relatives ao peso de 104grs., 
essas medias serao: 1,049, 1,014, 1,045. Nao ha diivida 
quanto a dispersao normal no caso dos pesos de 84, 88, 
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92, 96, 100 e 108grs. Mesmo que se incluam os resul- 
tados para o peso de 104 grs., a media dos coeficientes 
de divergencia para os tres julgamentos nao contradizem 
o ponto de vista de que se trata de dispersoes normais e 
de probabilidades constantes. 

Formar um juizo ao comparar dois estimulos e um 
acontecimento casual de probabilidade matematica cons- 

tante. Depende de um grupo de condigoes que perma- 
necem constantes da mesma forma que as probabili- 
dades de tirar bolas brancas, pretas ou vermelhas de- 
pende de um grupo constante de condigoes, se, apos cada 
retirada, a bola for posta novamente na urna. A cons- 
tituigao psicofisica do observador e as condigoes fisicas 
do experimento determinam a formagao do julgamento 
da mesma maneira que o conteudo da urna determina o 
resultado das observagdes. Os acontecimentos dependem 
de um grupo de condigoes que permanecem aproxima- 

damente constantes. 

As frequencias relativas obtidas nestes experimen- 
tos podem ser consideradas como determinagoes empi- 
ricas das probabilidades desconhecidas com que sao pro- 
feridos os julgamentos mais leve, igual e mais pesado, 
quando se compara um peso padrao de lOOgrs. com pesos 
de 84, 88, 92, 96, 100, 104 e 108grs. O teorema de Ber- 
nouilli diz que essas determinagoes sao afetadas por 
erros que mostram uma distribuigao normal. Eis aqui as 

determinagoes mais provaveis dessas probabilidades. 

peso para 

comparagao mais pesado igual mais leve 

84 0.0222 0.0444 0.9333 
88 0.0244 0.1133 0.8622 
92 0.1111 0.1889 0.7000 
96 0.2933 0.2578 0.4489 

100 0.5289 0.2400 0.2311 
104 0.8156 0.0889 0.0956 
108 0.9044 0.0800 0.0156 

9) As fungdes psicometricas — Consideremos ex- 
perimentos era que dois estimulos Xi e X2 sao compara- 
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dos sob condigoes constantes. As probabllidades dos 
tres julgamentos dependem desses estimulos, que consi- 
der amos como variaveis independentes. As probabilida- 
des dos tres julgamentos sao fungoes dessas variaveis 
que chamamos F(Xi, X2), G(X1, X2), H(Xi, X2). Uma 

fungao que da a probabilidade de um julgamento como 
dependente de uma ou mais variaveis, e chamada a fun- 
gao psicometrica desse julgamento. Essa fungao se re- 
fere a condigoes experimentais particulares e as pro- 

babilidades em questao podem mudar se as condigoes va- 
riarem. Uma vez dadas as fungoes psicometricas, e pos- 
sivel calcular com antecipagao os resultados de uma serie 
de experimentos. 

Para as nossas presentes finalidades, e impcrtante o 
fato de que uma das quantidades de que depende a pro- 
babilidade, permanece constante. Nos experimentos em 
aprego, o peso padrao de lOOgrs. e comparado com uma 
serie de outros pesos, um dos quais e igual ao padrao. 

Para resolver na realidade o problema, precisamos 
conhecer nao somente a natureza das fungoes F, G. H, 
mas tambem as constantes que nelas entram. Essas 

constantes sao diferentes para cada sujeito e devem ser 
determinadas pela observagao. A experiencia mostra 
que as probabilidades de um certo julgamento para dois 
estimulos dados Xx e X3 variam para observadores dife- 

rentes, do que se segue que tambem as fungoes psico- 
metricas devem variar. Deixaremos em aberto a ques- 
tao de saber se uma e mesma expressao analitica e apro- 
priada para representar a fungao psicometrica para 
todas as pessoas. As seguintes observagdes se fazem ne- 
cessarias, relativamente as formulas adequadas para re- 
presentar as fungoes psicometricas. 

Diferengas grandes entre os estimulos Xi e X2 sao 
sempre percebidas, mas e praticamente impossivel en- 
contrar o ponto a partir do qual o observador profere 

sempre o mesmo julgamento. As probabilidades dos jul- 
gamentos maior e menor tern 0 valor um em intervalos 
infinites, enquanto que as probabilidades dos dois outros 

julgamentos sao iguais a zero. Nao existem fungoes 
continuas dessa especie, e o calculo se torna complicado 
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se pusermos de lado a suposigao da continuidade. For 
esta razao escolhemos para as fungdes F e H, que se re- 
ferem respectivamente aos julgamentos maior e menor, 
expressdes analiticas que se aproximam dos valores zero 
e unidade assimptoticamente. A fungao G tem como 
assimptota o eixo X. Conveniencia e facilidade de cal- 
culo sao as razdes dessa suposigao. Nao ha diferen^a 
alguma entre dizer que um acontecimento tem uma pro- 
balidade infinitesimal cu dizer que ele jamais se da. 

Temos que levar em consideragao tambem o fato de 
que as probabilidades do julgamento maior crescem 
quando cresce o valor do estimulo de comparagao X,. 
A curva que representa esta fungao sobe constantemente 
e aproxima-se assimptoticamente do valor um. Um ra- 
ciocinio semelhante mostra que a curva que representa 
a fungao psicometrica do julgamento menor, cai cons- 

tantemente entre os valores zero e um. 

A probabilidade dos julgamentos de igualdade de 
inicio aumenta com os crescentes valores de X2 ate um 
certo maximo; dai por diante comega a cair, aproximan- 
do-se do valor zero. 

A ultima condigao a que se devem submeter as fun- 
cdes psicometricas e dada pelo fato de que a soma 
F + G + H deve ser igual a unidade. Cada um dos 
experimentos deve resultar em um dos tres julgamentos 
que, portanto, sao acontecimentos mutuamente exclusi- 
vos, dos quais um deve dar-se. 

Essas tres condigdes nao sao suficientes para de- 
rivar formulas para as funcoes F, G, e H. Existe um 
numero infinito de formulas que as satisfazem e que 
sao, portanto, adequadas para representar as fungoes 
psicometricas. Afim de iniciar o trabalho, precisamos 
de uma formula e, atualmente, nao dispomos de racio- 
cinio matematico nem de fatos experimentais que nos 
guiem na escolha. Em uma das aulas anteriores fize- 

mos referencia a essa dificuldade fundamental no estudo 
das regularidades estatisticas. melhor dizer franca- 
mente que admitir uma formula particular para repre- 
sentar as fungoes psicometricas e uma hipotese. Somos 

forgados a usa-la porque nao podemos trabalhar sem 
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uma formula e esperamos que a ncssa hipotese resista a 
prova da experiencia. 

Nao e dificil elaborar formulas que possam servir 
como hipoteses relativamente as fungoes psicomeericas. 

De fato, existe um processo por meio do qual se pode 
encontrar inumeras hipoteses adequadas. O valor de 
uma hipotese desse genero se prova pela ccncordancia 
entre os resultados calculados pela formula e os dados 
da observagao aos quais se aplica. O teorema de Ber- 
nouilli nos ensina que essa concordancia e medida pela 
soma dos quadrados dos desvios entre os valores calcu- 
lados e observados. 

Uma formula que representa as fungoes psicome- 
tricas depende de um certo nurnero de constantes que 
devem ser determinadas com base na observagao. Essas 
observagoes sao determinagoes empiricas de probabilida- 
des desconhecidas e, como tais, sao afetadas por erros 
que nos impedem de determinar exatamente as constan- 
tes. A precisao iimitada na determinagao das constan- 
tes resulta em uma falta de concordancia entre os va- 
lores observados e os valores calculados, mesmo quando 
as nossas hipoteses relativamente as fungoes psicome- 
tricas sao corretas. A falta de concordancia entre os re- 
sultados do calculo e da observagao e devida a determi- 
nagao incorreta das constantes, e nesse caso falamos de 
erros devidos a observagao. 

A Iimitada precisao das nossas observagoes nao e a 
unica origem da falta de acordo entre os valores calcula- 
dos e observados. Quando as nossas formulas nao re- 
presentam realmente o curso das fungdes psicometri- 
cas, os resultados calculados e observados nao podem 
concordar, mesmo que os dados estejam absolutamsnte 
exatos. A falta de acordo entre o calculo e a observa- 
gao, devida a uma hipotese incorreta sobre as fungoes psi- 
com^tricas, pode ser chamada um defeito de teoria. 

Nao e possivel decidir se uma diferenga dada entre 
resultados observados e calculados e devida a erros de 
observagao ou a defeltos de teoria. Os erros de obser- 
vagao sao inevitaveis e inextricavelmente emaranhados 
com os defeitos de teoria. Podemos julgar os meritos de 
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diferentes hipdteses aplicando-as ao tratamento do mes- 
mo material e decidir a favor daquela que der a menor 
soma dos quadrados dos desvios. Os erros de observa- 
qao sao os mesmos em todas as provas, e a formula que 
resultar na melhor concordancia entre os calculos e a 
observagao e a que mais se aproxima da verdade. 

For esse processo sempre podemos decidir qual, den- 
tre duas cu mais hipdteses, e a melhor em relagao a uma 
dada serie de observagoes, mas nao podemos encontrar 
a formula que seja, de forma absoluta, a melhor. Existe 
um numero infinito de formulas que satisfazem as tres 
condigoes gerais, de maneira que nao podemos excluir 
a possibilidade de que uma das expressdes nao experi- 
mentadas possa resultar em melhor acordo entre resul- 
tados calculados e observados. Essas investigagdes sao 
laboriosas e nao e de surpreender que ate agora essa 
comparagao so tenha sido feita em relagao a duas hipd- 
teses. 

Confiamos nesse criterio formal somente quando nao 
dispomos de mais nada que nos guie na escolha entre 
as varias formulas. Ha outros pontos que tomamos em 

consideragao ao julgar os meritos de uma hipdtese e 
alguns deles escapam a valorizagao numerica, como por 

exemplo o grau de complexidade da formula. A pers- 
pectiva e mais animadora em relagao ao seguinte ponto: 
quando as somas dos quadrados dos desvios sao as mes- 
mas ou quasi para duas hipdteses diferentes, preferimes 

a formula que contem menor numero de constantes. Uma 
formula e mais flexivel e pode ser mais facilmente ajus- 
tada a uma dada serie de observagoes quando temos 
maicr numero de constantes a nossa disposigao. Os es- 

tatisticos de Rothamstead e da Universidade da Caro- 
lina do Norte, discutindo problemas semelhantes, elabo- 
raram a nogao de "graus de liberdade", nogao essa que 

se poderia mostrar util tambem neste caso. Mas nao 
ficou muito claro como se deve formular essa nogao de 
maneira que o termo "grau de liberdade" nao seja ape- 
nas uma outra expressao para "numero de constantes". 

Se a definigao necessaria estiver iminente, podemos pus- 
tular que, outras coisas sendo iguais, devera ser prefe- 
rida a formula que oferega maior grau de liberdade. 
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Nao entraremos nas minucias tecnicas do ajusta- 
mento de uma formula a uma dada serie de observagoes. 
Como leitura introdutoria recomendo o livro de Sir God- 
frey H. Thomson: "The Essentials of Mental Measu- 
remt" e "Psychometric Methods", de J. P. Guilford. O 
aluno que pretender aprofundar o estudo do problema 
e que seja suficientemente versado em matematica, de- 
vera procurar os meus artigos sobre os metodos psicofi- 
sicos e o meu livro sobre o calculo de probabilidade. O 
problema e complicado, como se pode ver do fato de que 
matematicos de primeira ordem como H. Bruns e Emile 
Borel cometeram erros. 

Foi encontrada um formula, conhecida pelo nome 
mais ou menos rebarbativo de "Phi-Gamma-Hypothesis", 
que resiste muito bem a prova da experiencia. Tern a 
vantagem de ser padronizada, de maneira que os calcu- 
los necessaries sao relativamente curtos. £ amplamente 
ueada na psicofisica. Ajustando os dados de experimen- 
tos de comparagao de pesos por meio dessa hipotese, 
obtemos os dados apresentados na seguinte tabela, nas 
colunas rubricadas "calculados". Os numeros das co- 
lunas rubricadas "desvios" dao as diferengas entre os 
valores calculados e observados. 

mais pesado igual mais leve 

Peso pa- 
ra com- calcu- desvio calcu- desvio calcu- desvio paraqao lado lado lado 

84 0.0075 0.0147 0.0421 0.0023 0.9504 - 00171 
88 0.0357 - 0.0113 0.1103 0.0030 0 8540 0.0082 
92 0.1200 - 0 0089 0 2033 -0.1144 0.6767 0 0233 
96 0.2920 0.0013 0.2624 - 0 0046 0.4456 0.0033 

100 0.5319 - 0.0030 0 2361 00039 0,2320 - 0.0009 
104 0 7605 0.0551 0.1473 - 0.0583 0 0922 0 0034 

108 0.9091 - 0.0047 0.0637 0.0163 0.0272 - 0.0116 

A concordancia entre os resultados dos calculos e os 
da cbservagao e satisfatoria. A diferenga e consideravel 
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somente para o valor 104, relativamente aos julgamentos 
mais pesado e igual, para os quais o coeficiente de 
divergencla e tambem grande. Se pusermos de lado 

esses dois dados, o acordo entre observagao e calculo e 
muito bom. Dos 21 desvios registrados, 10 sao negati- 
ves e 11 positives. A "Phi-Gamma-Hypothesis" presta 

otimos servigos neste caso. 

A Fig. 3 apresenta graficamente os dados. Mostra 
a constante queda da curva que representa as probabi- 
lidades dos julgamentos mais leve e a ininterrupta as- 
cengao da curva dos julgamentos mais pesado. A curva 

que representa os julgamentos de igualdade apresenta 
um maximo proximo do centro do grafico e cai de ambos 
os lados sem interrupgao. A aproximagao de zero e 
muito mais lenta que nas outras duas curvas. Resulta 
que as curvas para os julgamentos mais leve e mais pe- 
sado aproximam-se do valor da unidade mais vagarosa- 

mente do que do valor zero. 
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As curvas que representam as probabilidades dos jul- 
gamentos mais leve e mais pesado sao caracterizadas por 
dois fatores: as situa^oes dos pontos Si e S2 nos quais 
essas probabilidades sao iguais a 1/2, e a rapidez da 
ascengao ou queda das curvas. Os pontos Si e S2 deter- 
minam a pdsicao e 0 ultimo fator, a forma das curvas. A 
rapidez da ascengao e da queda das curvas e dada por 

uma quantidade que e essencialmente positiva e que 
pode ter qualquer valor entre zero e 0 infinito. cos- 
tume designa-la pela letra h. Para os dados constantes 
da Tabela 1 o valor de h e cerca de 0,1. 

A diferenga S2 — Si e caracteristica do observador 
e mede a sua sensibilidade. Fora do intervalo Si S2 um 
dos julgamentos tern uma probabilidade que excede o 
valor 1/2, enquanto que pode acontecer que dentro desse 
intervalo, nenhum dos julgamentos tenha uma probabi- 
lidade igual ou maior que 1/2, tal como acontece no 
caso dos experimentos que estamos discutindo. Si S2 e 
chamado: intervalo de incerteza. 

Empregamos a teoria das fungoes psicometricas so- 
mente enquanto necessaria para a compreensao da teo- 
ria dos erros de observagao. Por essa razao, devemos 
falar da diferenga existente entre os resultados de obser- 
vagoes, nas quais o observador e auxiliado por todos os 

modos posiveis, como no caso das mensuragoes fisicas, 
e os resultados obtidos em experimentos nos quais o 
observador tern que confiar em um grupo estritamente 
limitado de sensagoes. No primeiro caso 0 coeficiente 

h e grande e as curvas diferem das que aparecem na 
Fig. 3, embora suas formulas matematicas divirjam so- 
mente quanto ao valor das constantes que conteem. A 
Fig. 4 mostra as fungoes psicometricas, quando h = 1,0 
e Si — S2 = 6. A inclinagao das curvas ASiB e CSoD e 
ingreme e as curvas se aproximam rapidamente das suas 
assimptotas. Em consequencia existe um intervalo — 
correspondendo grosseiramente a BC — no qual a pro- 
babilidade de um julgamento de igualdade pouco difere 
da unidade. Isto significa que em observagoes feitas 
sob condigoes favoraveis existe um intervalo de exten- 
sao finita no qual nao podemos distinguir entre os dois 
estimulos. As quantidades que pertencem a este inter- 
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valo sao consideradas como iguais k quantidade desco- 
nhecida. Nas mensuragoes feitas com finalidades cien- 
tiflcas ou tecnicas, lidamos exclusivamente com obser- 
vagoes desse genero. 

A^\ r f r p 

s;i 

i 

ls» 

E J 
V? c J 

\ G 

s, £ Sa 

FIG. 4 

10) O ponto de ignaldade subjetiva — A igualda- 
de de dois estimulos e um caracteristico essencial das 
nossas impressoes sensoriais, mas atribuir a uma quan- 
tidade um valor nitidamente definido e um ato compli- 
cado e ate certo ponto artificial. Comegaremos por pro- 
var a primeira parte desta proposigao. 

Um cao condicionado por Pavlov a um som de 1.000 
vibragoes por segundo, reagia a sons de altura levemente 
diferente. A secregao de saliva por parte deste cao e 
equivalente a um julgamento de igualdade proferido por 
um observador em um experimento psicom^trico. O 
valor bioldgico da percepgao de igualdade 6 tao grande 
quanto o da percepgao da diferenga. Orgaos dos senti- 
dos que nao fornecessem a percepgao de igualdade nao 
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aumentariam as probabilidades de sobrevivencia e se- 
riam de valor biologico nulo. A relagao de igualdade 
existia para todos os sons a uma certa distancia do pa- 
drao de 1.000 vibragoes por segundo. 

Consideremos agora a segunda parte da proposigao. 
As curvas que representam as probabilidades dos julga- 
mentos de igualdade estendem-se sobre um consideravel 
intervalo; e ha para cada ponto dessa curva uma proba- 
bilidade finita de obter um julgamento de igualdade, se 
for comparado com o padrao. Precisamos de uma regra 
para definir o ponto que, dentro das possibilidades da 
percepgao do observador, e igual ao padrao. Esse valor 
e chamado: ponto de igualdade subjetiva. 

Podemos escolher a definigao desse valor com toda 
a liberdade, mas precisamos ter a cautela de evitar con- 
flitos com os pontos de vista que habitualmente ligamos 
a ideia de igualdade. Os seguintes pontos sao essenciais: 

1) A definigao deve ser baseada nas fungoes psico- 
metricas, uma vez que elas conteem todas as informagoes 
de que dispomos. 

2) A definigao deve indicar um valor precisamente 
definido, e nao todo um intervalo de valores. 

3) O ponto de igualdade subjetiva deve cair den- 
tro do intervalo de incerteza. Somente este ultimo item 
necessita de alguma explicagao. Os pontos que caem 
fora do intervalo de incerteza dao, quer ao julgamento 
mais leve, quer ao julgamento mais pesado, uma proba- 
bilidade com um excesso de 1/2. Nao e admissivel dizer 
que duas quantidades sao iguais, se houver uma proba- 
bilidade maior que 1/2 de que uma comparagao entre 
elas resulte na percepgao de uma diferenga. 

Um piano que parece promissor e o de usar as pro- 
babilidades dos julgamentos de igualdade para definir o 
ponto de igualdade subjetiva. Consideram-se os julga- 
mentos de igualdade como uma classe empirica, cuja 
distribuigao e dada pela fungao psicometrica G. A me- 
dia e a moda sao usadas mais frequentemente para ca- 
racterizar uma classe empirica. A media e encontrada 
pela forma habitual, partindo das frequencias dos julga- 
mentos de igualdade apresentados na Tabela 1, e a moda 
e encontrada como sendo o maximo da fungao G. A 
moda corresponde ao mais alto ponto da curva que re- 
presenta a fungao psicometrica dos julgamentos de 
igualdade, e da o valor para o qual a probabilidade de 
um julgamento de igualdade e maior. 
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Estas definigoes foram experimentadafc no trata- 
mento dos resultados de experimentos de comparagao 
de pesos semelhantes aos que figuram na Tabela 1, com 
sete observadores. Isto exiglu um total de 17.850 expe- 
rimentos. O resultado foi negative, pois verificou-se que 
nenhum destes valores tern uma relagao definida com o 
intervalo de incerteza. Para alguns observadores a me- 
dia, para outros a moda, caia fora do intervalo de incer- 
teza. Dai podemos concluir que a definigao do ponto 
de igualdade subjetiva nao pode ser baseado nas proba- 
bilidades des julgamentos de igualdade. 

Baseamos nossa definigao nas probabilidades dos 
julgamentos relatives a percepgao de uma diferenga e 
dizemos: o ponto de igualdade subjetiva e a quantidade 
para a qual as probabilidades dos julgamentos mais leve 
e mais pesado sao iguais. Se r, s, e t, forem as proba- 
bilidades dos julgamentos mais leve, igual, e mais pesado 
respectivamente, o ponto de igualdade subjetiva e dado 
pela relagao r = t. 

O ponto de igualdade subjetiva definido por essa 
forma, e o ponto em que as curvas representativas das 
probabilidades dos julgamentos mais pesado e mais leve 
fazem intersecgao, e necessariamente teem que cair den- 
tro do intervalo de incerteza. A experiencia mostra que 
este ponto fica muito proximo do centro deste intervalo. 
A seguinte tabela prova este fato em relagao aos expe- 
rimentos de comparagao de pesos realizados com sete 
sujeitos. A letra grega £ designa o ponto de igualdade 
subjetiva definido como o valor para o qual as probabi- 
lidades dos julgamentos mais leve e mais pesado sao 
iguais, e a letra C da o centro do intervalo de incerteza 
calculado pela formula 1/2 (Si + S2). 

Obscrvador Si S2 c 

I 96 34 96.68 96.64 96.51 

11 95 08 99 27 97 23 97 18 

III 97.91 99.39 98 66 98 65 

IV 95 44 98 24 96 SI 96 84 

V 94 22 97 16 95.62 95.69 

VI 95 2J 100.75 98.07 98.02 

VI! 95,84 101 17 98 50 98 48 
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As diferengas entre os valores ? e C sao insignifi- 
cantes. S. W. Fernberger, da Universidade de Pensil- 
vania, continuou essas observagoes durante anos e co- 
lig-u dados relativos a varias centenas de observadores. 
Em cerca de 75% dos casos, a coincidencia destes dois 
valores e quasi completa e nos restantes 25% as diferen- 
gas sao muito pequenas. Esta e a base experimental 
da seguinte proposigao; O centre do intervale de incer- 
teza e o ponto de igualdade subjetiva. 

11) O metodo das minimas diferengas perceptiveis 
— O metodo das diferengas apenas perceptiveis e o pro- 
cesso mais velho e mais direto para medir a sensibili- 
dade de um observador. £ aplicavel quando existe um 
intervalo dentro do qual o observador nao seja capaz 
de perceber uma diferenga entre o estimulo padrao e 
o de comparagao. Dentro deste intervalo, a probabili- 
dade de um julgamento de igualdade e igual a unidade. 

Iniciamos com um estimulo de comparagao que, para 
o observador, parece igual ao padrao e, conservando cons- 
tante este ultimo, aumentamos o estimulo de compa- 
ragao ate que a diferenga seja percebida. O menor es- 
timulo que obtem o julgamento mais pesado, e uma de- 
terminagao da diferenga apenas perceptivel pcsitiva. 
Entao partimos de um estimulo de comparagao que e 
julgado maior que o padrao e, conservando constante 
este ultimo, diminuimos gradualmente a diferenga ate 
que os dois estlmulos paregam iguais. O maior estimulo 
de comparagao que nao obtem o julgamento maior, e 
uma determinagao da diferenga apenas imperceptivel 
positiva. 

Pelo mesmo processo encontramos a diferenga ape- 
nas perceptivel e imperceptivel negativa. Partindo de 
um estimulo julgado igual ao padrao, diminuimos gra- 
dualmente a diferenga ate qiie se chegue a um estimulo 
que obtem o julgamento "menor", O maior estimulo 
que obtem o julgamento "menor" e uma determinagao 
da diferenga apenas perceptivel negativa. Partindo de 
um estimulo julgado menor que o padrao, diminuimos 
a diferenga ate que se encontre um estimulo que seja 
julgado igual ao padrao. O menor estimulo, que nao 
obtem o julgamento "menor" e uma determinagao da 
diferenga apenas perceptivel negativa. 

A media entre as diferengas apenas perceptivel e 
apenas imperceptivel positiva e chamada: limite ou 
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limlar na dire?ao do aumento. A media das diferengas 
apenas perceptivel e apenas imperceptivel negativas 6 
chamado limite ou limiar na diregao do decr^scimo. O 
termo limiar 6 uma expressao metaforica que tern uma 
longa hlstdria, na qual o pensamento cientifico e o me- 
tafisico aparecem curiosamente misturados. Essa his- 
toria nao nos interessa neste contexto, e a nossa tarefa 
6 interpretar o resultado do mStodo das diferengas ape- 
nas perceptiveis em termos das probabilidades dos trfis 
julgamentos. 

Para determinar a diferenga apenas perceptivel po- 
sitiva, usamos uma serie crescente de estimulos de com- 
paragao Si, s2, s3 ... at6 alcangar um estimulo s,,, para 
o qual o observador profere o julgamento "maior". A 
obtengao do estimulo Sn como determinagao da diferenga 
apenas perceptivel positiva 6 um acontecimento comp6- 
slto cuja probabilidade 6 encontrada pelo teorema da 
multiplicagao do c&culo de probabilidade. fi o pro- 
duto das probabilidades de que os estimulos Si, Sa, Ss, 
... sn_1 serd julgado igual ao padrao, multiplicado pela 
probabilidade de que para Sn o Julgamento "igual" nao 
seja dado. A ultima probabilidade citada 6 igual k pro- 
babilidade de um julgamento "maior", pois supde-se que 
as fungoes psicometricas teem a forma apresentada na 
Fig. 3. A probabilidade de que um valor dado ser4 
obtido como determinagao da diferenga apenas percep- 
tivel positiva, evidentemente depende da escolha do pon- 
to de partida Si e da extensao das etapas pelas quais 
aumentamos o estimulo de comparagao. 

Ao determinar a diferenga apenas imperceptivel po- 
sitiva, usamos uma sSrie decrescente de estimulos, que 
acompanhamos ate alcangar um valor que o observa- 
dor julga igual ao padrao. A obtengao de um valor como 
determinagao da diferenga apenas imperceptivel 6 um 
acontecimento compdsito cuja probabilidade e igual ao 
produto das probabilidades de que o primeiro estimulo 
serd julgado maior que o padrao, multiplicado pela pro- 
babilidade de que o ultimo estimulo seja julgado igual 
ao padrao. 

Um raciocinio semelhante leva ks fdrmulas das pro- 
babilidades com que um dado estimulo seja obtido como 
determinagao das diferengas apenas perceptiveis e ape- 
nas imperceptiveis negativas, respectivamente. Com ba- 
se nessas probabilidades calculamos os valores das dife- 
rengas apenas perceptiveis e apenas imperceptiveis. O 
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valor do limiar na diregao do aumento ou do decr6s- 
cimo, respectivamente, e encontrado como a media das 
diferengas apenas perceptiveis e apenas imperceptiveis, 
positivas e negativas respectivamente. Todos estes cal- 
culos sao baseados nas frequencias observadas dos tres 
julgamentos. 

A discussao das formulas resultantes exige algum 
cuidado. A maioria das dificuldades e devida ao fato 
de que a escolha dos estimulos que usamos e arbitr^ria 
e de que desejamos obter conclusdes gerais. Eis aqui as 
duas consequencias mais importantes: a) as etapas pelas 
quais aumentamos ou diminuimos os estimulos de com- 
paragao nao devem ser nem muito grandes, nem muito 
pequenas. Em caso de duvida, e melhor faze-las muito 
grandes, porque este erro sera com certeza percebido, ao 
passo que diferengas extremamente pequenas sao causa 
de erros que podem passar despercebidos; b) a determi- 
nagao mais provavel do limiar na diregao do aumento 
e o valor S2 para 0 qual a probabilidade de um julga- 
mento "maior" e igual a 1/2, e a determinagao mais pro- 
vavel do limiar de decrescimo e 0 valor Si, para o qual 
a probabilidade do julgamento "menor" e 1/2. 

O segundo ponto e importante. Em lugar de dar a 
prova matematica abstrata, que e longa e complicada, 
apresentaremos alguns fatos que mostram a identidade 
das quantidades S! e S2 com os resultados do metodo 
das diferengas apenas perceptiveis. Os numeros apre- 
sentados na Tabela 1 nos permitem calcular as proba- 
bilidades com que cada um dos 7 pesos de comparagao 
6 encontrado como determinagao das diferengas apenas 
perceptiveis e apenas imperceptiveis. 

Um registro completo de todos os julgamentos pro- 
feridos nos permite encontrar os resultados que teriam 
sido obtidos, em identicas condigoes, pelo metodo das 
diferengas apenas perceptiveis. mais facil encontrar 
a diferenga apenas perceptivel positiva em uma serie 
ascendente, mas o menor valor para 0 qual um julga- 
mento "maior" e proferido, pode ser encontrado em qual- 
quer serie, seja qual for a sua ordem. Suponhamos 
que 7 comparagoes do padrao de lOOgrs. com os pesos 
de 84, 88, 92, 96, 100, 104 e 108grs., resultaram nos se- 
guintes julgamentos: 

84 88 92 96 100 104 108 
~ 1 h h = h h 
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onde as letras 1 e h significam respectivamente "mais 
leve" e "mais pesado". Nesta serie 

92 foi o menor estimulo que obteve o julgamento 
"mais pesado". 

100 foi o maior estimulo que nao obteve o julga- 
mento "mais pesado". 

88 foi o maior estimulo que obteve o julgamento 
"mais leve". 

84 foi o menor estimulo que nao obteve o julga- 
mento "mais leve". 

Procedendo a experimentcs com esses sete pesos de 
compara^ao 

92 foi a diferenga apenas perceptivel positiva 
100 foi a diferenga apenas imperceptivel positiva 

88 foi a diferenga apenas perceptivel negativa 
84 foi a diferenga apenas imperceptivel negativa 

Os dados dcs 7 observadores foram tratados dessa 
forma, e as medias das diferengas apenas perceptiveis 
e apenas impsrceptiveis, negativas e positivas respecti- 
vamente, da as quantidades Si e S2. Esses dados sao 
apresentadcs na tabela seguinte, nas colunas rubrica- 
das "observado". 

Obser- 
vador 

Si 
m6todo das diferengas 

apenas perceptiveis S2 
m^todo das diferengas 

apenas perceptiveis 

observado calculado observado calculado 

r 93,34 93.49 93.30 99.68 99,60 99 45 

II 95.08 94 98 94 87 99 27 98 71 98.83 

III 97.91 97.88 97 85 99 39 99.58 99.28 

IV 95.44 95 5G 95.39 98.21 98.24 98.08 

V 94 22 94.57 94.17 97 16 97.35 97.14 

VI 95.29 95.20 95.31 100.75 100.33 99.86 

VII 95.80 96.74 95.79 101.17 99.63 99 86 

Estes numeros nao deixam duvida de que as quan- 
tidades determinadas pelo m^todo das diferengas apenas 
perceptiveis sao Si e So limites superior e inferior do 
intervalo de incerteza. 
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12) A medida da precisao — O metodo das dife- 
rengas apenas perceptiveis pode ser variado por diver- 
sas formas. A varia^ao mais importante e o processo 
ssguido na mensuragao das quantidades empiricas. O 
valor da quantidade desconhecida 6 encontrado apds 
uma serie de comparagdes nas quais uma diferenga entre 
a quantidade e os valores da escala de medida foi obser- 
vada. O observador eventualmente encontra um peque- 
no intervalo no qual nao pode distinguir uma diferenga 
entre as duas quantidades, e toma o centre deste inter- 
valo como resultado da sua medida. Tomam-se v^rias 
medidas desse genero, e a sua media e a determinagao 
final da quantidade desconhecida. 

Primeiro precisamos justificar o uso da media. £ 
evidente que as formulas para o metodo das diferengas 
apenas perceptiveis se aplicam a este caso. Cada men- 
suragao individual e uma determinagao do centre do 
intervalo de incerteza. Tomar a media desses resulta- 
dos nao e um processo artaitrario, mas sim prescrito pelas 
regras do calculo de probabilidade, pois uma das suas 
proposigoes diz que a media artimetica e a melhor de- 
terminagao de varias observagoes de uma quantidade 
definida por uma formula tal como a do centro do in- 
tervalo de incerteza. 

O segundo ponto importante e a significagao da 
expressao: precisao da mensuragao. Explica-lo-emos por 
meio de algumas consideragoes muito simples, que po- 
derao ser compreendidas sem necessidade de formula 
alguma. Pedimos ao observador que registre os limites 
do intervalo dentro do qual nao percebe diferenga entre 
as duas quantidades, em vez de dar somente um valor 
para o ponto medio desse intervalo. Conservando sepa- 
rados os registros de Si e S2, fazemos uma serie de n 
observagdes e determinamos primeiro as medias dos limi- 
tes mais alto e mais baixo do intervalo de incerteza, e 
depois o ponto de igualdade subjetiva, como ponto cen- 
tral entre Si e S2. Este ponto seria o mesmo se tivesse- 
mos crdenado ao observador que procedesse da maneira 
usual para tomar o centro do intervalo dentro do qual 
nao se percebe diferenga alguma entre as duas quanti- 
dades, como resultado de uma mensuragao individual. 

Desejamos caracterizar a distribuigao de um grupo 
de mensuragoes dessa especie, e escolhemos para isso o 
charnado erro medio. Este e encontrado como sendo a 
media dos desvios da mediana, tornados sem considera- 
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gao de sinal. Temos que estabelecer os desvios dos re- 
sultados individuals do centro do intervalo de incerteza, 
e comegar por considerar os resultados referente a Si, 11- 
mlte inferior do intervalo de incerteza. Podemos obter 
esta media partindo dos resultados individuals, ou esta- 
belecendo a media dos dados, que 6 igual a Si e subtrain- 
do-a de O mesmo raciocinlo se aplica aos resultados 
relatives ao limlte superior do intervalo de incerteza e 
isto leva & conclusao: O desvio medio e igual a metade 
do intervalo de incerteza. 

O desvio medio mant&n uma rela^ao bem conhecida 
com o coeficiente de precisao de Gauss, que 6 habitual- 
mente usado na teoria dos erros de observagao. Usando 
essa fdrmula, verificamos que o coeficiente de precisao 
de Gauss e inversamente proporcional ao intervalo de 
incerteza. A teoria dos erros de observagao baseia a 
medlda da precisao sobre a mesma quantidade usada na 
psicofisica para medir a exatidao das percepgoes senso- 
riais. Medidas de diferente coeficiente de precisao rela- 
cionam-se da mesma maneira que o fariam se tivessem 
sido estabelecidas com orgaos dos sentidos de sensibili- 
dade diferente. 

Quando o ponto de igualdade subjetiva coincide com 
o centro do intervalo de incerteza, a probabilidade ae que 
se verifique um julgamento de igualdade tern o seu 
mfbdmo no mesmo ponto. Neste caso, a media aritm6- 
tica, a mediana e a moda da fungao psicom6trica dos 
julgamentos de igualdade coincidem. 

O uso do m6todo dos minimos quadrados justifica-se 
no caso de mensuragoes nas quais uma quantidade em- 
pirica 6 comparada sucessivamente com uma s6rie de 
valores de medida sistematicamente selecionados. As 
mensuragoes da astronomia, geodesia e flsica sao dessa 
esp§cie. O nosso raciocinio nao se aplica ^s formulas 
das distribuigdes das classes empiricas. 

Gauss baseou a sua primeira dedugao do m^todo dos 
minimos quadrados no costume dos astrdnomos e agri- 
mensores de to mar a media aritmdtica como a melhor 
determinagao de uma serie de observagoes relativas & 
mesma quantidade empirica. O nosso raciocinio se ba- 
seia sobre a andlise psicoldgica do processo pelo qual 
atribuimos um numero k quantidade medida. A teoria 
dos erros de observagao contdm um element© emplrico 
que 6 essencial e inevitavel. 
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O resultado da mensuragao deve ser independente 
do observador e do seu ponto de vista. Satisfazemos 
esta ultima condigao eliminando os erros constantes, 
isto e, dos fatores ]k conhecidos como capazes de in- 
fluenciar o resultado em uma dire^ao, quer positiva, quer 
negativa. Isto se faz dispondo as observagdes de ma- 
neira adequada ou corrigindo os resultados numdricos 
por meio de uma formula. A eliminagao de erros cons- 
tantes conhecidos tera exito certo, se se tomarem as 
cautelas necessarias e nao sobrevier algum incidente 
inesperado. A eliminagao dos erros devidos constitui- 
gao psicofisica do observador nao conta com identica 
probabilidade de exito. Fernberger mostrou que a me- 
dia, a mediana e a moda coincidem em cerca de 75% 
dos observadores, mas nao e possivel fazer uma afirma- 
gao geral relativamente aos restantes 25%, de maneira 
que dois observadores, medindo a mesma quantidade, 
podem conseguir resultados diferentes. Talvez o con- 
tacto constante com as minucias da mensuragao pro- 
duza um tipo de mentalidade nao emocional, que nao 
favorega quer os julgamentos "maior", quer os julga- 
mentos "menor". Ha indicios de que essa suposigao e 
verdadeira, mas ainda nao e possivel ter certeza. 
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